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Dalla prefazione alla seconda edizione russa

Oltre ad alcune correzioni ed aggiunte, il libro & stato completato
con un nuove capitolo sulla teoria macroscopica delle dislocazioni,
scritto in collaborazione con A. Kossevié. Colgo qui 1'occasione per
esprimere tutta la mia riconoscenza per U'aiuto che mi ha in questo modo
offerto. Studiando il libro in una prospettiva di « minimo teorico »,
i fisici teorici potranno tralasciare i paragrafi 8, 9, 11-21, 25-31.
> E. LifSits
Dicembre 1964 )

Dalla prefazione alla prima edizione russa

...In questo libro scritto da fisici e destinato in primo luogo ai fisici,
il nostro interesse si & naturalmente focalizzato sugli argomenti che
vengono trattati marginalmente nei corsi di elasticita; ad esempio, i
problemi della termoconduzione e della viscosita dei corpi solidi, alcune
questioni della teoria delle vibrazioni e delle onde elastiche. Nello
stesso tempo, abbiamo toccato solo di sfuggita settori specifici (per
esempio, i metodi matematici complessi della teoria dell’elasticita,
della teoria delle membrane, ecc.), in cui gli autori non hanno alcuna
pretesa di essere specialisti.

L. Landau, E. LifSits
1953



Alcune notazioni

Densitd di materia: p
Vettore di spostamento: u

. . . _ 14 dug dup,
Tensore di deformazione: u;p=-— (-a—zh— 72 )
Tensore degli sforzi: o;p
Modulo di compressione uniforme: K
Modulo di trazione (modulo di Young): E
Modulo di scorrimento:
Coefficiente di Poisson: ¢ :
Velocitd longitudinale e trasversale del suono: ¢y, ¢; (le loro espres-
sioni in funzione di K, p, o E, o sono a pag. 127)
K, p e E, o sono cosi correlate:

_ 9Kp  3K—p
E=sxw O=3EE+m
E _E

K= 3(1—20) ' V=3 o)

I rimandi agli altri volumi di questo corso sono indicati mediante
i numeri relativi ai volumi stessi: V (« Fisica statistica », 1977),
VI (« Meccanica dei fluidi»), VIII {(« Elettrodinamica dei mezzi

continui »)




Capitolo 1

EQUAZIONI FONDAMENTALI DELLA TEORIA
DELL’ELASTICITA

§ 1. Tensore di deformazione

I1 dominio della teoria dell’elasticitd & costituito dalla meccanica
dei corpi solidi, considerati in quanto mezzi continuil).

Sottoposti a forze, i corpi solidi si deformano in una certa misura,
ciod cambiano di forma e di volume. La descrizione matematica
della deformazione di un corpo si effettua come segue. Ogni punto:
del corpo & identificato, in un sistema di coordinate, dal suo raggio
vettore r (di componenti z, = z, z, = y, z; = z). Nella deforma-
zione del corpo, in generale, tutti i suoi punti si spostano. Conside-
riamone uno qualunque; se r & il raggio vettore prima della defor-
mazione, a seguito di questa diviene r’ (di componenti zj). Allora
lo spostamento di tale punto nella deformazione & rappresentato
dal vettore r — r’, designato con wu:

Uy = af — . . (1,1)

Tale vettore si denomina vettore di deformazione (o di spostamento).
Le coordinate z; del punto spostato sono evidentemente funzioni
delle coordinate z; del punto prima dello spostamento; ne consegue-
che il vettore di deformazione u; & esso stesso funzione delle z;.
La conoscenza della dipendenza funzionale di u dalle x; determina
completamente la deformazione del corpo. ; ,

Nel corso della deformazione di un corpo variano le mutue di-
stanze tra i suoi punti. Consideriamo due punti infinitamente vicini.
Se dz; indicano le componenti del vettore differenza tra i corrispet-
tivi raggi vettori prima della deformazione, queste si trasformano
in dz; = dz; + du;. La distanza tra i due punti prima della defor-
mazione & ,

dl =V dz? + dai + da?
e diventa

dl' = V dz F dapp F dapt

1) Le equazioni fondamentali della teoria dell’elasticita sono state poste
da Cauchy e da Poisson attorno agli anni venti del XIX secolo. RS
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Scriveremo, facendo uso della convenzione usuale per quanto riguar-
da la sommal),

dl? = dat, dl'? = dz2 = (dz; + du;)%
Sostituendo dui=%~:%dxh,: riscriviamo per dl'2
, ‘Quy; 8 s Su;

dl'2=diz-r 2 oo o don a;‘; faZf dzy, dz;.

Poiché ie k sono indici muti, nel secondo termine a destra dell’ugua-
glianza si ha !

ou;

a.’tk
Scambiando nel terzo termine gli indici i ed I, segue:

dl'? = dI* + u;, dz; dxy, 1,2)
ove il tensore u;;, & definito da
1 ( ou;

e 1 duy, du; duy
Ui = 2 oxy + 0x; + 0x; Oxp )' (1’3)

0
dxi dxk = % dx'i“dxko g

Queste espressioni determinano la variazione dell’elemento di
lunghezza a seguito della deformazione del corpo. e

Ad u;y si da il nome di tensore di deformazione. E evidentemente
un tensore simmetrico:

Uip = Upy. . ‘ (1,4)
Si & ottenuto un siffatto tensore in quanto in dI’? il termine

0u- by . . . . a -
2- ax; dx;dxp & stato riscritto nella forma simmetrica (—-0;‘; +

a

Come ogni tensore simmetrico, u;;, pud essere, in ogni punto,
Ticondotto ai suoi assi principali. Cid significa che in ogni punto
el corpo si puo scegliere un sistema di coordinate (gli assi principali
del tensore) rispetto al quale ‘u;, & « diagonale », ciod ha per com:
ponenti non nulle solo u;, usy, us5. Designeremo queste tre com-
ponenti rispettivamente con u®, u®, u®, che vengono dette valori
principali del tensore di deformazione. Vogliamo sottolineare che
se u;;, e ridotto a forma diagonale in un punto del corpo, in generale
©8s0 non rimarrd tale passando ad altri punti.

Supponiamo che in un certo punto il tensore sia stato ridotto
alla forma diagonale; allora in tutto l'intorno di detto punto 1’ele-
mento di lunghezza (1,2) prende la forma

dl'?2= (6ih -+ Quik) dxidxk = (1 —I— 2u(“) d:cf '-l-'
+ (14 2u®) day+ (1 + 2u®) dal.

1) Secondo tale convenzione si omeste il simbolo di somma sugli indici
vettoriali e tensoriali; si intende che indici ripetuti sottintendono una somma
sul loro campo di variabilitd (da 1 a 3).
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Si osserva cosi che questa espressione si scinde in una somma di tre
addendi indipendenti. Questo significa che, in ogni elemento di
volume del corpo, si pud rappresentare la deformazione mediante
tre deformazioni indipendenti lungo tre direzioni ortogonali, che
sono le direzioni assegnate dagli assi principali del tensore di defor-
mazione. Ciascuna di queste deformazioni & semplicemente una dila-
tazione (0 una contrazione) nella direzione corrispondente: la lun-

ghezza dz, lungo il primo asse principale diventa dzy =V 1+ 2uDdz,,

e analogamente per i restanti assi. Le grandezze ]/1 + 2ud —1
rappresentano allora le dilatazioni relative d—z%;ﬁ lungo questi
5

assi. : P
In pratica, nella quasi totalitd dei casi che si considerano, le
deformazioni dei corpi sono piccole. Questo significa che la varia-
zione delle distanze tra i punti nel corpo & piccola raffrontata alle
distanze stesse. In altri termini, le dilatazioni relative sono infi-
nitesimi di ordine superiore. Pertanto tutte le deformazioni consi-
derate nel seguito saranno supposte piccole.

Se un corpo subisce una deformazione piccola, tutte le componenti
del tensore di deformazione che, come abbiamo visto, determina
le variazioni delle lunghezze relative, sono anch’esse piccole. Ma,
per quel che concerne il vettore stesso di deformazione u;, esso pud
essere ugualmente grande anche per piccole deformazioni. Per esem-
plificare, consideriamo una sbarra sottile. Anche in una flessione
forte, allorché le sue estremitd si spostano considerevolmente nello
spazio, le dilatazioni e le contrazioni nella sbarra stessa sono tra-
scurabili. , i

A parte casi particolaril) di tal genere, quando le deformazioni
sono piccole tale & anche lo stesso vettore di deformazione. In effetti,
non esiste corpo « tridimensionale » (le cui dimensioni cio®d non
siano piccole in alcuna direzione) che possa essere deformato in
modo tale che le sue diverse parti si spostino considerevolmente
nello spazio, senza che ci0 comporti conseguentemente rilevanti
dilatazioni o contrazioni. o : ,

Le sharre sottili saranno oggetto di uno studio particolare nel
capitolo II. In tutti gli altri casi dunque u; & piccolo se tali sono
le deformazioni e nella (1,3) potrd trascurarsi l'ultimo termine
in quanto infinitesimo del secondo ordine. Cosi, in queste circostanze,
u;r assume la seguente forma:

oy ox; /

up=g (2 Sy, (1,5)

1) Sono compresi in questi le flessioni delle lamine sottili che prendono
la forma di superfici cilindriche. T A
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Le dilatazioni relative degli elementi di lunghezza secondo gli assi
principali del tensore di deformazione (nel punto prefissato) sono
allora, a parte termini di ordine superiore,

Vitoud 1 ut,

ciog, coincidono coi valori principali del tensore u;y.

Consideriamo un elemento di volume arbitrario dV e cerchiamo
la sua espressione dV’, a seguito della deformazione. A tale scopo,
scegliamo come riferimento quello costituito dagli assi principali del
tensore di deformazione, nel punto considerato. Gli elementi di
lunghezza dz,, dz,, dz; lungo tali direzioni diventano, a seguito
della deformazione, dx; = (1 -+ u®) dzy, ecc. Ma dV = dx, dx, dz,
e dV' = dx; dx; dx;, pertanto : : : o

AV’ = dV (1 4+ u) (1 + u®) (1 4 u®).
Tr@scurandfo iktermiiii di ordine superiore, si ha
av’ = dV(fl + u(i) _}_ u -+ d(3))_

E noto che la somma u®® 4 u® 4 u® dei valori principali di un
tensore & un invariante di detto tensore, uguale in ogni sistema di
coordinate alla somma delle componenti diagonali u;; = u;; +

+ Uye -+ Uzz. Dunque
dV_' =dV {1 + W) 4?t(y1,6)

Si vede che la somma delle componenti diagonali del tensore di
av'—dv
awv_
Spesso & pid comodo servirsi delle componenti del tensore di
deformazione espresse non in coordinate cartesiane, ma in coordinate
sferiche o cilindriche. Riportiamo qui sotto le formule corrispon-
denti che forniscono queste componenti in funzione delle derivate
delle componenti, nelle stesse coordinate, del vettore spostamento.

In coordinate sferiche:

deformazione rappresenta la variazione relativa di volume

Poed

,,1‘, Qug

e =G tgg = G- Uoo=T5end o T
+—ur—e—cotg6+%, 2u9¢§%:(—a(3l;i—u¢cotg6)+
i
gy = fseixle ?:pr + aaur(p ____u_:v_' | 1,7
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In coordinate cilindriche:

ou 1 Oug u du.
Urr = arr v e T T e + rr v U= >6zz ’
1. ou, g du ou '
P =t Be B0 =Bt g

§ 2. Tensore degli sforzi

In un corpo non deformato la configurazione delle molecole cor-
risponde allo stato del suo equilibrio termico, mentre tutte le sue
parti si trovano in equilibrio meccanico. Questo significa che, se
si considera un volume arbitrario del corpo, la risultante di tutte
le forze, che le altre parti del corpo esercitano sul volume consi-
derato, & nulla. ; '

Ma se il corpo & deformato, la posizione delle molecole varia,
il corpo si porta fuori del suo stato di equilibrio iniziale e nascono
forze, dette sforzi interni, che tendono a riportare il corpo nel suo
stato di equilibrio. Se il corpo non & deformato, gli sforzi sono nulli.

- Gli sforzi interni sono dovuti a forze molecolari, cioé forze di
interazione tra molecole. Un fatto essenziale nell’elasticitd & che
le forze molecolari possiedono un « raggio d’azione » trascurabile,
estendendo la loro influenza su lunghezze dell’ordine della distanza
tra molecole vicine. Ora, nella teoria dell’clasticita (che & una teoria
macroscopica) intervengono soltanto lunghezze grandi rispetto alle
distanze tra molecole. Pertanto si considera in elasticitd come nullo
il « raggio d’azione » delle forze molecolari. Questo equivale a dire,
in un certo senso, che le forze che provocano gli sforzi interni sono
forze a « corto raggio », esercitando in ogni punto la loro azione
solo sui punti vicini. Ne consegue che le forze, con le quali una parte
qualunque del corpo & sollecitata dalle parti contigue, agiscono solo
direttamente attraverso la superficie di tale parte.

Dobbiamo fare subito un’osservazione: questa affermazione &
falsa quando la deformazione provoca nel corpo l'insorgere di campi
elettrici macroscopici (corpi piro- e piezoelettrici). Ma in questo
libro non verranno considerate le proprietd di tali corpi.

Scegliamo un volume qualunque nel corpo e consideriamo la
risultante delle forze che agiscono su tale volume. Da una parte
tale risultante & uguale alla somma di tutte le forze che agiscono

sugli elementi del volume prescelto, ciod vale
|rav,

dove F & la forza che agisce sul volume unitario del corpo,‘ talché
F dV agisce su dV. Dall’altra le forze, che le diverse parti di questo
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volume esercitano reciprocamente le une sulle altre, non possono
avere un effetto non nullo perché, in virtd del principio di azione
e reazione, tali forze si annullano vicendevolmente. Quindi la risul-
tante cercata si puo ottenere come la risultante delle sole forze con
cui il volume & sollecitato dalle parti contigue al corpo. Ma, tenuto
conto di quanto si & detto sopra, queste forze agiscono sul volume
solo attraverso la sua superficie, quindi la risultante potra essere
scritta come la somma delle forze che agiscono su ogni elemento di
superficie del volume, ciod sotto forma di un integrale di superficie.

Pertanto, per un qualsivoglia volume del corpo, ciascuna delle

tre componenti | F; dV della risultante di tutti gli sforzi interni

puo essere trasformata in un integrale di superficie sulla frontiera
di questo volume. Come & noto dall’analisi vettoriale, un integrale
di uno scalare su un volume arbitrario puo essere trasformato in
integrale di superficie, purché tale scalare si presenti come diver-
genza di un vettore. Nel nostro caso si ha a che fare con Tintegrale
di un vettore invece che di uno scalare. Pertanto il vettore F,
deve essere la divergenza di un tensore del secondo ordine, cioé

50-.k . 3

Fi = —‘ai‘ . (271)
Potremo allora scrivere la forza che si esercita su di un volume nella
forma di integrale di superficie esteso alla frontiera di tale volume?)

S Fydv— 5 LAV = § oy d, 2,2)

dove le df; sono le componenti del vettore df dell’elemento di super-
ficie diretto, come & usuale, secondo la normale esterna alla super-
ficie?).

O;r si chiama tensore degli sforzi. Risulta dalla (2,2) che 0;dfs
é I'i-esima componente della forza che agisce sull'elemento di super-
ficie df. Scegliendo gli elementi di superficie nei piani zy, yz, 2z,
si trova che la componente o;;, del tensore degli sforzi & 1'i-esima
componente della forza agente sull’unita di superficie perpendicolare
all’asse ;. Quindi I'elemento di superficie unitaria perpendicolare

1) Si passa dall’integrale di superficie all’integrale di volume sostituendo
I'elemento di superficie df; con 1'operatore dVa—;. . ;
12 : B :
%) A rigore, nel determinare la forza totale che agisce sul volume defor-
mato del corpo si dovrebbe integrare sulle z] e non sulle antiche coordinate.

Pertanto le derivate (2,1) devono essere fatte rispetto a z;. Tuttavia, poiché
le deformazioni sono piccole, le derivate rispetto a z; ¢ z; differiscono per infi-

nitesimi di ordine superiore, e tutte le derivate possono essere fatte rispetto
alle z;. .
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all’asse z & sottoposto alla forza normale (diretta lungo 1’asse x)
Oy © alle forze tangenziali (secondo gli assi y e 2) 0, € 0.

Un’osservazione sul segno di o;; dfy. Nella (2,2) Dintegrale di
superficie ¢ la forza con cui il volume delimitato da tale superficie
é sollecitato dalle parti contigue del corpo. Viceversa, la forza con
cui questo volume reagisce sulla superficie che lo contorna & di
segno contrario. Dunque, l’azione degli sforzi interni su tutta la
superficie del corpo & rappresentata dalla forza

- § Oin dfy,

dove 1’integrale & preso sulla superficie del corpo e df & orientato
secondo la normale esterna. : SR

Determiniamo il momento delle forze che agiscono su un volume
del corpo. E noto che il momento di una forza F pud scriversi sotto
forma di un tensore antisimmetrico del secondo ordine, di compo-
nenti ¥z, — Fpx;, ove le x; sono le coordinate del punto di appli-
cazione della forza'). Il momento delle forze agenti su un volume
dV & quindi (F;x, — Frx;) dV, e su tutto il volume

My = S (Fyxp— Fprx;)dV.

Come per la forza totale agente su un volume arbitrario, cosi il
momento delle forze deve essere rappresentato da un integrale di
superficie esteso alla frontiera di tale volume. Sostituendo ad F,
la sua espressione (2,1) si ha o

= (2ou , _ 9om ) =
M"F—s ( Bz, TR g, 1) AV =

0 ‘ ozp 0z;
=S Fr (Uizxk*-okzxi)dV—S (Uua—zl—ﬁhz 0:15: )dV-
Nell'ultimo integrale interviene la derivata di una componente
rispetto ad un’altra, che & zero o uno a seconda che queste siano
diverse o coincidano (in quanto le tre coordinate sono variabili
indipendenti). Dungque, a—z’i = 08z, ove y; & il tensore unitd; il
1

suo prodotto con o, da 8;,0;,; = 0,5, 8;,64; = 0x;. Nel primo ter-
mine sotto il segno di integrale figura la divergenza di un tensore;
questo integrale pud essere trasformato dunque in un integrale di
superficie. Si ottiene in definitiva

M= § (0uxr—0nz;) df + S (Ors—03) dV.

H 1 momento di una forza F & definito come il prodotto vettoriale [Fr];
¢ noto dall’analisi vettoriale che le componenti di un prodotto vettoriale di due
vettori definiscono un tensore antisimmetrico del secondo ordine, qual & quello
scritto.
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Se debbono figurare nell’espressione di M solo integrali di super-
ficie, occorre che il secondo integrale si annulli identicamente,
dunque 0 — Ogy =0, ciod

Oip == OQpye (2,3)

Abbiamo cosi stabilito un risultato rilevante: il tensore degli sforzi
deve essere simmetrico. I1 momento delle forze agenti su un volume
di un corpo puo scriversi allora nella forma

My,= S (Fixp— Fpz;)dV = (§ (01%n —Onix;) df;. (2,4

Si ‘pud scrivere facilmente il tensore degli sforzi quando un
corpo subisce una compressione uniforme. In questo caso ogni super-
ficie unitaria & sottoposta ad una pressione di uguale intensita diretta
lungo la normale interna alla superficie. Se si designa questa pres-
sione con p, la forza agente sull’elemento di superficie df; sara
—p df;. D’altra parte, ’espressione di questa forza in funzione del
tensore degli sforzi & o, dfy. Scrivendo —p df; nella forma
—pb;y dfs, si vede che in una compressione uniforme il tensore degli
sforzi si serive

Oip = _P6ih- (2 5)
Tutte le componenti non nulle sono semplicemente uguall alla pres—
sione. v
Nel caso generale di una " deformazione arbitraria le componentl
non diagonali del tensore degli sforzi non saranno nulle. Questo
significa che oltre alla forza normale su ogni elemento di superficie
interno al corpo agiscono anche forze tangenz1a11 « di sfaldatura »,
che hanno la tendenza a far scorrere gli uni sugli altri gli elementi
paralleli della superficie.

All’equilibrio le forze degli sforzi interni debbono compensar51
mutuamente in ogni elemento di volume, ciod deve aversi F; = 0.
In questo modo le equazioni dell’ equlllbmo di un corpo deformato
si scrivono

a0

e (2,6)
~ Nel campo di gravitd dovrd annullarsi la somma F + pg delle
forze degli sforzi interni e della forza di gravitd pg agente sull’unita
di volume (p & la densita'), g I’accelerazione di grav1ta diretta lungo
la verticale, orientata verso il basso). Le equazioni dell’equlhbrlo
in questo caso divengono

oy, \___
08 =0, 2,7)
1) A rigore, la densita del corpo varia nella deformazione, ma questa varia-

zione conduce ad effetti di ordine superiore quando la deformazmne é plccola
e pertanto potra essere trascurata. . .
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. Per quel che riguarda le forze esterne applicate direttamente
alla superficie del corpo (e che di solito sono all’origine della defor-
mazione), esse entrano come condizioni ai limiti, associate alle
equazioni dell’equilibrio. Sia P la forza esterna agente sull’area
unitaria della superficie del corpo, P df ¢ allora la forza agente sul-
I’elemento df. All’equilibrio essa deve essere compensata dalla
forza —oyy dfk, con cui gli sforzi interni agiscono su questo ele-
mento. Si avrd

Py df —oyy dfs =0.

Scrivendo dfy come df,=n;df, n essendo il versore della normale
esterna alla superﬁcw, segue:

Ointtn = P S r(2.8)

Questa condizione deve essere soddisfatta su’ tutta la superf101e del
corpo in equilibrio.

Deriviamo la formula’ del valor medio del tensore degh sform
in un corpo deformato. A tal fine moltiplichiamo la (2.6) per [z
e integriamo su tutto il volume del -corpo

90y o . oz '
S T8V = SBT.IA@,.,%) dV——.S 0T 4V =0 -
Trasformiamo il primo integrale nel secondo mewmbro in un, inte-

grale superficiale € osserviamo che: nel secondo-&i -ha’ 70?[‘“6”'
1

1

Allora segue:
| §0£lxhrdf‘l'_f’5 0 dV =0,
Sostituendo la (2,8) nel p-rio»integral'e,' otteni"amo-
djlp.xk df"—‘S a,de Von,

dove V & il volume del corpo e o, il valor medio del tensore: dé,gh
sforzi nell’intero volume, Poiché o;, —Gk,, si pud rlecrlvere 1n~
forma pit simmetrica

Cin = <§>(ka+Phx>df @9

Cosi dunque, il valor medio del tensore degli sforzi puo essere deter—
minato direttamente in funzione delle forze esterne che agiscono
sul corpo, senza passare attraverso le equazmm di ethbrlo

§ 3. Termodinamica della deformazione

Seguiamo ora la deformozione di un corpo e. suppomamo che il
vettore deformazione wu; vari di una quantitd piccola Su;. Deter-
miniamo in queste condizioni il lavoro effettuato dalle forze degli
2-0630
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sforzi interni. Moltiplichiamo la forza F,-:a—(;fﬁ per lo spostamento
h

Ou; e integriamo su tutto il volume del corpo, ottenendo

S SR dV=S ‘f;;: Su; dV.

Si & indicato con SR il lavoro delle forze degli sforzi interni nell unitd
di volume del corpo. Integrando per parti si ha

~ SGRdV=§oik6uidfk_Sq Pt g1,

ik oy
Considerando il caso di un mezzo illimitato, privo di deforma-
zioni all’infinito, portiamo nel primo integrale del secondo membro
la superficie d’integrazione all’infinito; si ha 0;,=0 su tale super-
ficie e quindi 1'integrale svanisce. D’altra parte, tenuto conto della
simmetria di oy, il secondo integrale si pud riscrivere: ~

| SvaRdV‘———“ _% S o ( adu; + adup, )r‘?v:.

oy ox; -
N U P YL ST WP R U
. T2 Solka ( oxp. .| 9z ) V= J;Ui}};‘s,l"ih av.
Si ha dunque ) cLL
' . O6R = —Gikéuik. ) g (3’1)

Questa formula fornisce il lavoro 8R a seguito della variazione del
tensore di deformazione. C ‘ R )
Se la deformazione & abbastanza piccola, il corpo ritorna nel
suo stato iniziale non deformato quando le forze esterne che provo-
cano la deformazione sono rimosse. Deformazioni siffatte si chia-
mano elastiche. Se le deformazioni non sono piccole, all’annullarsi
delle forze non spariscono, ma persiste una deformazione residua
e lo stato del corpo si differenzia da quello iniziale. Tali deformazioni
si definiscono plastiche. Nel seguito (ad eccezione del capitolo IV)
si considerano solo deformazioni elastiche. o
Supponiamo ora che la deformazione sia cosi lenta che in ognj
istante -si stabilisca lo stato di equilibrio termodinamico corri-
spondente alle condizioni esterne in sui il corpo si trova istantanea-
mente (questa condizione & praticamente sempre verificata). Allora,
come € noto, la trasformazione & termodinamicamente reversibile.
. Conveniamo per il seguito di riportare tutte le grandezze termo-
dinamiche —quali 1’entropia S, 1’energia interna &, ecc.—al-
I'unita di volume del corpo!) (e non all’unitd di massa come si con-

1) Precisiamo: a rigore bisogna distinguere le unitd di volume del corpe
prima e dopo la deformazione. In generale questi volumi contengono una quan-
tita di materia diversa. Tutte le grandezze termodinamiche nel seguito saranno
riferite all’'unitd di volume del corpo non deformato, ciod alla quantitd di
materia che esso contiene, e che dopo la deformazione pud venire ad occupare
un volume leggermente diverso da quello iniziale. Si trovera in questo ‘modo
Uenergia . totale del corpo integrando % sul volume del corpo non deformato,
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viene nella meccanica dei fluidi) e di- designarle con le maiuscole
corrispondenti. R
La variazione infinitesima d& dell’energia interna & uguale alla
differenza tra la quantitd di calore ricevuto nell’unitd di volume
considerato del corpo e il lavoro dR delle forze degli sforzi interni.
In una trasformazione reversibile la quantitd di calore & 7 dS,
T essendo la temperatura. Allora d€ = T dS — dR; con I’espres-
sione (3,1) per dR, si ha ' .o R R

d€ = T dS. 4 o, duy I (3‘;.2)

che rappresenta la relazione termodinamica fondamentale per i corpi
deformati. - ' T
Nel caso di compressione uniforme, il tensore degli sforzi’'¢
Oir = =pb;x (2,9); allora ' e T 7
. . Oip duyp = —pbyy duyy, = —pdu;. , \
Oray'come risulta dalla (1,6), la somma u;; & la variazione relativa
del volume nella deformazione. Dunque per I’unitd di volume, u;,
rappresenta semplicemente la variazione di detto volume e du;;
I’elemento dV di questa variazione. La relazione termodinamica si
riconduce - all’espressione . nota, - : : :

d§ = T dS — p dv.

" Introducendo al posto di & ’energia libera; del c;)rp_c_j, F=§.
— I'S la (3,2) si riscrive e T e

T

3
e

t

i dr = -8 dT+ O;n duih.' (3.,3?‘
Infine per il potenziale termodinamico @ si ha o
. =€ —~TS = Giplhsy = F =0, D e (3,”4:)E

he & la generalizzazione dell’espressione usuale ® = & — T8 +

+ pV"). Usando la (3,4) nella {3,3), si ha
T" dod = —S dT — U;p doik-' e et (3?5)‘

Le variabili indipendenti nelle (3,2) e'(3,3) sono rispettivamenté
S, u;p e Ty uyp. Si possono cosi ottenere le componenti del tensore
degli sforzi derivando & o F rispetto alle componenti del tensore: di
deformazione, riguardando come costanti rispettivamente .S e T:

: : . RS S
€. __{ oF. o,

o=l R e

1) Nel caso della compressione uniforme 1’espressione: {3:4) rdivibne s #

: ©=F+puy=F+p(V—="y  ~ b

dove V — V¥, & la variazione del volﬁme ‘causata dalla defoifmazibne.ISi .ﬁt;ti
che la presente definizione di ® si differenzia da quella ordinaria, usata;in ter-
modinamica, @ = F -+'pV, per I’addende —pVj. TaHER

\2.
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" Nello stesso modo, derivando @ rispetto alle componenti o;,

si ottiene ,
o) . BT

Uip= — (———)T ‘ (3,7)

90;p
§ 4. Legge di Hooke

Per poter applicare ad un caso specifico le relazioni termodinamiche
sopra determinate, & necessario conoscere 1’espressione dell’energia
libera F del corpo in funzione del tensore di deformazione. Questa
espressione si trova facilmente, nel caso delle piccole deformaziosni
sviluppando 1’energia libera in serie di potenze di ;. Gi limitiamo
per il momento alla considerazione dei corpi isotropi, rinviando
al § 10 la deduzione delle cormspondentl espressioni nel caso dei
cristalli.

(costante in tutto il corpo) considereremo come suo stato non defor-
mato quello che si ha in assenza di forze esterne, alla stessa tempe-
ratura (questa precisazione & necessaria a causa del fenomeno di dila-
tazione termica, vedi § 6). Ora, per u;, = O non si hanno sforzi,

cioé o;; = 0. Poiché oy = , nello sviluppo di ¥ in potenze

[7)
dug
di wu;, non compaiono termini lineari. -*

Dato che l'energia libera F & uno scalare, ogni termine dello
sviluppo sard uno scalare. Con un tensore simmetrico u;, si possono
costruire due scalari indipendenti di secondo grado; si possono assu-
mere come tali u};, il quadrato della somma delle componenti dia-
gonali, e u},, la somma dei quadrati delle componenti del tensore

u;x. Sviluppando F in serie di potenze di u;y, 51 ottiene dunque,
arrestandosi ai termini del secondo ordine, un’espressione della
forma

F= Fo+4}uﬁ+uu,h Y
che fornisce lespressmne generale dell’ energia libera di un corpp ’
mom:opo deformato, A e p essendo noti come coeffzcwntz di Lamy,

. Bi.& wisto (§ 1) che la variazione del volume in una deformazione
é determmata dalla somma u;;. Se questa somma & nulla ne conseghe
che il volume resta inalterato e si ha solo 1in cambiamento di formy,
Deformazioni siffatte, a volume costante, forniscono gli scorriment.
(.}l caso opposto & quello in cui resta fissa la forma e cambia invece
il Volume, in modo tale che ogni elemento di volume resta simile
a sesstesso gielicorso della deformazione: Si d:vigte(§1) che il tensore
di una 51ffatta deformazione -& della,.‘ fOPi’ﬂa ; ﬁf»—— cost- le, queste

".}"‘(?‘gg‘ M otoimaiong pio, decompiist, i Wnassomima
rimento e &1 una comp,re&swmefm!ah&drm Bosta 4 taliv

e

fine serivere
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I’identita - « , oo
o (uLs L

U= \Usr— 7 Omliyy ) +5 Osnllss. - (4,2)

I1 primo termine nel secondo membro & evidentemente uno scorri-
mento puro (infatti la somma dei termini diagonali & nulla, ricor-
dando che §;; = 3), il secondo & una compressione uniforme.

" E comodo usare invece della (4,1) l’espressione generale del-
P'energia libera del corpo deformate che si ottiene facendo uso della
decomposizione (4,2). Allora, scegliendo come scalari indipendenti
di secondo grado i quadrati delle componenti del primo e secondo

termine nella (4,2), F diventa') , .

: i 4 2 K : S ek

F=p (uih_‘_g'aihu’ll) +uh 0 (43)

dové K e i sono i"ispéttiva’fnehtéy il modulo’ di compressione uniforme

e il modulo di scorrimento. K & legato ai coefficienti di Lamé dalla
relazione

¢

‘\‘\\

K=+ 2y - (44

E noto che nello stato di equilibrio termodinamico 1’energia
libera & minima. Se il corpo non subisce azioni da parte di forze
esterne, F come funzione di u;; deve avere un minimo per u;; = 0.
Questo comporta che la forma quadratica (4,3) deve essere positiva.
Se il tensore u;; & scelto in modo che u;; = 0, sussisterd nella (4,3)
solo il primo termine; se invece & scelto in modo tale che u;, =
= cost- §;;, sopravvive solo il secondo termine. Dunque condizione
necessaria (e palesemente sufficiente) affinché la forma (4,3) sia
positiva & che K e pu siano positivi. Ne discende che i meduli di
compressione e scorrimento sono sempre positivi: |

K>0, w0 S (4,5)
Utilizziamo ora la relazione termodinamica generale (3,6) per
definire il tensore degli sforzi. Per calcolare le derivat

Ouip,
viamo,l ;differenziale totale dF (a temperatura costante)., Si:ha -

dF = Kuy duy + 2 (uik""%" Ui ) d (uik_%"wl'la’il;)? -

Nel secondo membro il prodotts per 8, dell’espressione nella prima
parentesi da zero e resta,

. o
dF = Kuy duu+2M( —3 ullazk) duzk 1
) g7 G TR e : RN -

1 Il termine costante Fg, cioé Ienergla 11hera del corpo: non: deformato
non presenta alcun interesse e pertanto 1’omettiamo, intendendo cosi che F

rappresenta la sola energia hbera di deformazione, detta « energla hbera ela-
stica ». - . o
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ovvero, scrivendo du; nella forma §;; duip,
R B gt Y R |
[ aF =’[Ku;16ik+2ll (uik""‘g—uuﬁik)]dl{ik-
Qi“ha c6si per il tensore degli sforzi . S
O = Kuydin + 21 (;uik——guuﬁik) . (4,6)

Questa espressione definisce il tensore degli sforzi in funzione del
tensore di deformazione per un corpo isotropo. In particolare si
osserva che se la deformazione & uno scorrimento puro o una com-
pressione uniforme pura, il legame tra o;; e u; € determinato ri-
spettivamente dal modulo di scorrimento e dal modulo di compres-
sione uniforme. ‘

Si possono trovare facilmente le formule inverse della (4,8) che
fornisce le u;; in funzione di 0. A tal fine troviamo la somma dei
termini diagonali o;;. Allora il secondo termine si annulla e si ha
Gy = BKUH ovvero -

i 1
ui"¢=-§f0”. . (4,7)
Sostituendo questa espressione nella (4,6), si ha per le uy;
1 1 1
Uir = g OunOu +or (Gik_? 51h0u) ) (4,8)

il che definisce il tensore di deformazione in funzione del tensore
degli sforzi. L A : ; ,
La (4,7) mostra che la variazione relativa del volume u;;, in
ogni deformazione di un corpo isotropo, dipende solo dalla somma
o;; delle componenti diagonali del tensore degli sforzi, il legame
tra le o;; e u;; essendo determinato dal solo modulo di compressione
uniforme K. Per un corpo in compressione uniforme il tensore degli
sforzi si scrive 0;, = —pdux, e allora dalla (4,7) si deduce

Uy = —-}%'. ’ .' ’ (4,9)
Poiché le deformazioni sono piccole, e quindi sono piccoli u;; e p,
. ~ . . Ui . . .
si puo scrivere il rapporto —;—' della variazione relativa del volume

aV) . Cosi
T

e della pressione nella forma differenziale —é.— (?97

717: —-117— (%:—)T’

Ve essendo il coefficiente di compressione uniforme (o semplicemente

coefficiente di compressione). R o )
Segue dalla (4,8) che il tensore di deformazione u;; & una funzione

lineare del tensore degli sforzi 0. Detto altrimenti, la deformazione
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€ proporzionale alle forze applicate al corpo. Questa legge che pre-
siede alle piccole deformazioni & detta legge di Hooke!).

Diamo un’altra espressione utile dell’energia libera di un corpo
deformato: questa si ottiene immediatamente osservando che F
€ una funzione quadratica del tensore di deformazione; apphcando
allora il teorema di FEulero, ‘

oF
Uip _37_};— = 2F
e tenendo conto del fatto che a‘?fk =0;p, Si ottiene
(3
F=hih ” (4,10)

Se in questa formula si esprimono le u; per il tramite della (4,8),
1’energia elastica diviene umna funzione quadratica delle o;,, e con
un’ulteriore applicazione del teorema di Eulero, si ha

[ 3% adih‘ =2F

che, confrontata con la (4,10), fornisce

oF * .
Uin= 5w * : (4,11)

by

. . oF '
Dobbiamo precisare che mentre la formula o;; = Gy, © UDA rela-
14

zione termodinamica generale, la sua inversa (4,11) & vera solo
nell’ambito di validitd della legge di Hooke.

§ 5. Deformazioni omogenee

Considereremo nel seguito alcuni casi semplici di deformazioni
omogenee, cioé deformazioni il cui tensore di deformazione & costante
in tutto il volume del corpo. Un esempio & gia stato fornito dall’esame
della compressione uniforme.

Soffermiamoci ora sulla trazione (o compressmne) semplwe d1
una sbharra. Suppomamo la_sbarra allineata lungo 1’asse z, e siano
apphcate ai suoi estremi forze agenti in versi opposti; queste forze
agiscono uniformemente su tutta 1’area delle sez10n1 con p indi-
chiamo la forza per unita di area.

La deformazione & omogenea, quindi le u;, sono costanti in
tutto il corpo e altrettanto costanti sono le 0;;, che si possono de-
durre quindi direttamente dalle condizioni ai limiti (2,8). Le forze
sulla superficie laterale sono nulle e quindi o;zn, = 0. I1 vettore

1) In effetti la legge di Hooke si applica praticamente a tutte le deforma-
zioni elastiche. Le deformazioni, in generale, cessano di essere elastiche quando,
essendo ancora sufficientemente piccole, la legge di Hooke & ancora una valida
approssimazione (fanno eccezione corpi come il cauccid).
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unitario m & su questa superficie laterale perpendicolare all’asse z,
quindi ha componenti non nulle n, e n,, e di conseguenza sono nulle
tutte le o0y, eccetto o,,. Sulle sezioni estreme della sbarra si ha
O,n; = p e quindi o,, = p.

La relazione generale (4,8) tra le componenti del tensore di defor-
mazione e degli sforzi mostra che tutte le u;3, eon i =% &, sono nulle.
Per le altre componenti si trova
1 1 1
Uy = Uyy = -3 ('ﬂ"‘"gk’“)]% uzz="'_:1;" ('31?4"&‘) p. 6,1)

La componente u,, definisce I’allungamento relativo della sharra
lungo I'asse z. Il coefficiente di p & detto coefficiente di trazione ed
il suo inverso modulo di trazione (0 modulo di Young) E:

u, =L, (5.2
dove

__ 9Kp

=y (5,3)

Le componenti u,, e u,, determinano la compressione relativa tra-
sversale della sbarra. Il rapporto tra compressione trasversale e allun-
gamento longitudinale & detto coefficiente di Poisson'):

Uy == =~ Olzgz, (5,4)
dove
. 4 3K—2n ' ,
C=g Skt - (,9)

Essendo K e p positivi, il coefficiente di Poisson pud variare, al
variare dei materiali, solo tra —1 (K = 0) e,-;— (n = 0). Q}u}irgdiz)‘
—1<o< 1. \ (5:8)

Infine, 1'incremento relativo del volume della sbarra in trazione &

1 ‘T4
Uiy =3 P- , (337
£ . RS 3
" 1) Non vi pud essere confusione di notazione tra o, coefﬁc’ié’;ﬁé_dﬁ Poisson,
e 033, componenti del tensore degli sforzi, data la presenza degli indici in questi
ultimi. 1‘ )

2 'Tn realta il coefficiente di Poisson varia tra 0 e ‘Non'si conoscono 1n
patura corpi per cui ¢ < 0, cioé che si dilatano allungandosi. Sottolineiam'g
che ¢ > 0 comporta A > 0, dove A & il coefficiente di Lamé nella (4,1), cioé
i due termini nella (4,1) sono sempre positivi come nella (4,3) malgrado che
guesto non discenda necessariamente da considerazioni termodinarniche. I valori
el 1 . . ., . L "'
di ¢ vigini & 5 (per: esempio per il cauccid) corrispondono ad um modulo di
scorrimento piccolo rispetto ‘al modulo di compressione. ‘ '
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Si puo scrivere 1'energia libera della sbarra utilizzando direttamente
la (4,10). Poiché solo o,, & diversa da zero, si haF = % Ol ©
o " RS
F==F 3E *
Seguendo 1'uso, impiegheremo nel seguito E e.¢ al posto dei
moduli K e p. Invertendo le formule (5,3) e (5 5), si ottiene!)
E E "'
b K =Ta—m ©:9)
Scriviamo le formule generali del paragrafo precedente, servendoci
per i coefficienti che vi figurano delle corrispondenti espressioni
per il tramite di £ e o. Per 'energia libera si ha

E g ¢
F=m (u?k +-i—£? u?l) (5 10)

I1 tensore degli sforzi espresso in termlnl del tensore di deforma-
zione &

(5,8)

o'i'h_.=1—+fc_ (uik+t_o;2_c‘ullsih) N (5,11)
Inversamente

uik=—}?[(1+0) 03— 00102} (9,12)

Le formule (5,11) e (5,12) interverranno frequentemente nel seguito
e pertanto converra darne le espressioni esplicite:

Oxx =17 +0)1(z1 20) [(1—0) tgx +0 (uyy +uss)ls
E
Oy =TrFeyi—zey (1 —0) Uyy +0 (U + )]s

: | (5,13)
GZZ = m [(1 - G) uzz + o (uxx + uy,y)],

Oy i

z%mum’ y‘z=',1+0- Uysz

_E_
O'v:xiy 1 + ()' uxy b

e le; Mformule inverse:
ol

: uxx”"“ [Gxx o (ny + 0'zz)‘] H)

Uyy‘tf‘[qu'"o(o’xx+Gzz)]9 ) o (5,14)
s 1)'_ :Il.a‘s'e:(i(’)l-idq coefficiente di Lamé &
Eg

M= TToaTe
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T ‘
Uy = E [0,,— (Gxx + 0'yy)] ’
_ 140 _ 140 - 1+o
‘ ’ uxy—-—E—O'xy, Uy, —ﬁ——om, uy,=——E—0yz.
o) o

Consideriamo ora la compressione di una sbarra costretta late-
ralmente in modo tale che le sue dimensioni trasversali non varino.
Le forze esterne di compressione sono applicate alle basi della sbarra
e agiscono secondo la lunghezza, che assumeremo come asse z. I1
caso descritto si-designa come compressione uniassiale. La sbarra
¢ deformata Jungo 1’asse z e quindi tra tutte le componentl d1 Uik
¢ diversa da zero solo U,,. Dalle (5,13) segue: ;

S : Eo o E(1—o0) :
Oz =0yy = m“ 2= o) (I—2ay Yezr
Indicando nuovamente la forza di compressione con p (0,, = p,
D é negativo in compressione), si ha

1 1—2 o "
i p- .15

11 coefficiente di p & il coefficiente di compresswne uniassiale. Per
le componenti degli sforzi trasversali si ha

Uy =

) r=r (5,16)
Infine l’energia libera &
(1+0) (1—20) ‘ ‘
F= 2E(1—0) ° (5:17)

§ 6. Deformazioni con variazione di temperatura

. Prendiamo ora in considerazione deformazioni durante le quali
Ja temperatura del corpo varia, tale variazione essendo provocata
dalla deformazione stessa o da altre cause. ,

Assumeremo come stato non deformato di un corpo quello cor-
rispondente ad assenza di forze esterne ¢ ad una temperatura fissata
T,. Se la temperatura del corpo & T 5= T, esso in generale risultera
deformato a seguito della dilatazione termica, anche ove siano
assenti forze esterne. In tal modo, oltre ai termini quadratici, lo
sviluppo dell’energia libera F (T') conterra anche termini lineari
nel tensore di deformazione. A partire dalle componenti u;; di un
tensore del secondo ordine si pud costruire un solo scalare lineare,
e ciod la somma u;; delle componenti diagonali. Supporremo qui
che la variazione della temperatura T — T, che accompagna la
deformazione, sia piccola. Di conseguenza, si potra assumere che
il fattore di u;; nello sviluppo di F (che deve annullarsi per 7 = T)
sia semplicemente proporzionale a I'— T,. In definitiva, si ha
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per l'energia libera 1'espressione seguente, che sostituisce la (4,3):
2
F(T)= Fo(T)— Ka(T— To)uy+ (uin— 5 Sunr)” +-5 uh, (6,0)

dove il coefficiente di I' — T, & stato scritto come —Ka. Le quan-

tita p, K, o saranno supposte costanti; la dipendenza dalla tem-

peratura condurrebbe a termini correttivi di ordine superiore.
Derivando la F rispetto a .y, 8i ottiene il tensore degli sforzi

04 = — Ko (T — T) 8 + Kuy i + 2p (uih'—"’%‘ Gihull) . (6,2)

Il primo termine rappresenta gli sforzi supplementari dovuti alla
variazione della temperatura del corpo. Nella dilatazione termica
libera del corpo (in assenza di forze esterne) gli sforzi interni sono
nulli. Annullandosi ;5 si trova che u;; ha la forma cost-8;;, con

wy = a (T =T (6.3)

Ora, u;; & la variazione relativa del volume nella deformazione e
pertanto o & il coefficiente di dilatazione termica del corpo. ,

Tra le diverse deformazioni che si possono prendere in esame dal
punto di vista termodinamico, bisogna distinguere quelle isoterme
e quelle adiabatiche. Nella deformazione isoterma la temperatura
non varia e ponendo nella (6,1) T = T, ritroviamo le formule usuali;
allora K e p possono dirsi moduli isotermi. :

Le deformazioni adiabatiche sono quelle che si effettuano senza
scambio di calore tra le diverse parti del corpo e, ovviamente, tra

il corpo e ’ambiente. E noto che l'entropia & uguale a —';—F , deri-
vata di F rispetto alla temperatura. Derivando la (6,1), al primo
ordine in u;, si ha -

PR S(T) = Sy (T) + Kouy. 6,4)
Uguagliando S ad una costante, potremo determinare la variazione
T — T, nella deformazione, che sara proporzionale a u,. Sosti-

tuendo questa espressione di 7 — T, mnella (6,2), si trova per oy
I’espressione R ;

Oin = Kaqubir -+ 20 (uih - '313" ullsik) ) (6,5)

avente lo stesso modulo di scorrimento p, ma modulo di compres-
sione K,y diverso da K. Tuttavia il legame tra modulo di com-
pressione isotermo e modulo adiabatico puo ottenersi senza effet-
tuare il conto indicato, partendo dalla nota formula termodinamica

v av T av \2
; (ap )s_(ap )T+ Cp (aT )p ‘
(C, @ il calore specifico a pressione costante riferito alla unita di
volume del corpo). Se V & il volume in cui si trasforma il volume
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unitario a seguito della deformazione, le derivate —Y e Z—Y defini-

scono le variazioni relative di volume quando il corpo e rlscaldato
o compresso. In altrl termini

GE)e ()= ()=t

Quindi si ottiene il legame tra modulo adiabatico e modulo isotermo

1 1 To? R
H‘“‘T_C_:' ad = M- (6,6)

“ Per i moduli di trazione e i coefficienti d1 POLSSOD adiabatici
si deducono facilmente le relazioni

‘ E o+ Era2/9cp -
Baa=— ETa?/9C, Tad =7 ETa2/9C . (6,7)

Nei casi che si realizzano in natura, la quantita TC— ¢ di solite
piccola e si pud scrivere eomn sufficiente premswne

Bu=E+Bgr-,  Gu=0+(+0) o X

Nel corso di una deformazione isoterma il tensore deg*h sforzi
& espresso dalla derivata dell’ energia - libera

oF
olk—( ouip )T'

Se l'entrop1a ¢ costante si scriverd (cfr. la (3,6)).

g 08\

Oip = ( duzy, 5!
ove & & I'energia interna. Di conseguenza, nel caso di deformazmm
adiabatiche, 1'espressione seguente, analoga alla (4,3), determina
non 1’energia libera, ma semplicemente l’energla mtema dell’ umta
df1 ’volume del corpo By SR Wi

(uzh—%ullaik)‘zy: | '-  ‘(6,9)

§ 7 Equazzom dell equzlzbrw dez corpz, zsotropz

Dedu(:lamo ora” le equazwnl di equlhbrm dei corpi isotropi.
A tal flne bisogna sostltulre nelle equazwm generah (2 7)

acik i -
. Ozp + ng O
‘tensore degh sforz1 S1 ‘Ha

" "Fo ouy + ' ousy
('1—[—0)(1—2‘0’) oz; 1—!—0 Oxrp *

1 espressmne (5 '11) ‘-&elt
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Sostituendovi uik———— ( g:; —I— auh ) , si ottengono le equazioni
dell’equilibrio nella forma ‘

E aﬁul E : aul
ZFe) o, | 20F0) (A=) ax,ax,ﬂgwo

@ 1)

B comodo riscrivere queste equazioni in forma vettorlale Le quan-
2y,
tita aau; sono le componenti del vettore Au e g—:~=d1v u. In
. .

tal modo, le equazwm dell’equlhbrm prendono la forma

Au + —1—:2—&— grad divu= ’ ~2—(k|-7-9—)~ (7,2)

Torna utile a volte riscrivere questa equazione in un modo legger-
mente dlfferente, r1correndo ad una formula d1 anahsl vettoriale
ben nota TS S

grad divu = A’u -}— rot: rot w
Allora per la (7,2) si ha '

—20 : 1+4+0)(1—20
—21—(1——2T)_ rot rotu= —pg L—{:E_()T(—i-—c)—)_‘ (7,3)

Abbiamo scritto le equazioni dell’equilibrio nel campo uniforme
delle forze di gravitd, avendo in vista che queste ultime sono in
elasticita le forze di « volume » pit frequenti. Nel caso in cui ve ne
siano altre, ilivettore pg del secondo membro’ dell’equazione deve
essere sostituito da un’altra densitd di forze di volume.

Il caso pit importante & quello in cui la deformazione & devuta
non a forze di volume ma a forze applicate sulla superficie del corpo.
Allora D'equazione dell’equilibrio diviene

(1 —'26) Au + grad div u = 0 - ‘(7»’4)‘:

: x

grad divu—

ovvero :
2(1~U)gradd1vu—(1—-26)r0tmtu=:0 ' (75)

Le forze esterne intervengono nella soluz1one solo per mezzo. delle
condizioni ai limiti.

Applicando 1’operatore div all’equazione (‘7,4):::9&1“ osservandoiche
div grad = A, segue:
;*3 u:‘ ‘Q‘ RET (7 6)

che dimostra che la funzmne divua (che determlna la variazione di
voliume: nel corso: delle deformazione) & una funzione armonica.
Peraltro, 1'applicazione dell’ operditoreisdi.Laplace =alla (P4

fornise
€ Fay . % %

R R v ey L S (7,7
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cioé all’equilibrio il .vettore deformazione soddisfa all’equazione
biarmonica. Questi risultati sussistono in un campo di gravitd uni-
forme (il secondo membro nella (7,2) svanisce nella derivazione),
ma non sono pia veri nel caso generale d1 forze d1 volume esterne
variabili nel corpo.

11 fatto che il vettore deformazwne soddisfi all’equazione biarmo-
nica non significa affatto che l'integrale generale delle equazioni
dell’equilibrio (in assenza di forze di volume) sia una funzione vet-
toriale biarmonica arbitraria; bisogna ricordarsi che la funzione
u (z, y, z) deve ancora in realtd verificare I’equazione alle derivate
parziali di ordine inferiore (7,4). D’altra parte appare possibile
esprimere l'integrale generale delle equazioni dell’equilibrio in
funzione delle derivate di un vettore biarmonico arbitrario (vedi
problema 10).

Se il corpo & riscaldato in modo non uniforme, occorre aggiungere
nell’equazione dell’equilibrio un termine supplementare. Al tensore
degli sforzi si aggiunge il termine —Ka (T — T;) 8,5 (cfr. la (6,2)}

. aoip . . . . )
€ ne consegue che in pr S1 aggiunge ll‘telmlne e s
B il . .

aT .. Eo aT
—Ka dx; 3(1—20) oz *

In defini_tiva, le equazioni dell’equilibrio si presentano nella fd_rma

3(1—o0)
”v1+0

3(1--20)
20+0)

“"Soffermiamoci sul caso particolare di deformazioni piane, cioé
deformazioni per cui una delle componenti del vettore u & nulla
(w, = 0) e le altre dipendono solo da z e y. In conseguenza di cio
le componenti u,,, Uy, Uy, del tensore di deformazione si annullano
~ identicamente e, con loro, le componenti o, e 0, del tensore degli
- sforzi (ma non si annulla lo sforzo longitudinale o,,, che con la sua
esistenza assicura l'invarianza della lunghezza del corpo nella dire-
zione z). P01che nessuna _quantita dlpende da z, le equazioni del-

grad diva — rotrotu=av’l. (7,8)

l'equilibrio’ (in' assenza di forze esterne d1 volume) aa”‘—v.O si
riducono  alle due equazioni ‘
00yy | 0xy 0 00yx | 00yy 7.9
Fra L7 =0, oz _+ y 4“0' - @9

Le dlpendenze funzmnah di 04y oxy, Oyy SONo allora nella forma
pid  generale .determinate da -«

o 0%, 3”)(
Owx=Zp v T “hgay v CwT Gar s (7’10)
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ove ¥, ¢ una funzione arbitraria di z e y. E facile ricavare I’equazione
a cui essa deve soddisfare. Una tale equazione deve la sua origine
al fatto che o,,, Ouxys Oyy si esprimono effettivamente in funzione
di due sole quantitd u, e u,, e non sono quindi indipendenti. Usando
Ie formule (5,13) per la deformazione piana si ha

, E
a5t Oy = 1135y (1—20) (Waw T Ua)-

Ora

6u
Oxy + Oyy == AY, U+ Uyy = — —[— — =divu,

e poiché div u @&, in virtd della (7, 6) una funzmne armonica, ne
consegue che la funz1one % deve soddisfare la

AAX: 0, (7,11)

quindi che y & biarmonica; tale funzione si' denomina funzione degli
sforzi. Una volta che si sia risolto il problema piano, e che quindi
la y sia nota lo sforzo longitudinale é-dato dlrettamente da

0,, = m‘;’ﬁ—zg)'(uxx‘*‘uyy) G(Gxx+0yy)
~ ovvero
= gAy: o (112

0 . RROBLEMI

1. Determmare la deformazione di una sbarra lunga (lunghezza l) posta
verticalmente nel campo, di gravita.
.- Soluzione. Assunto I’asse della sbarra come asse z e la’ base 1nfer10re come
piano z, y, le equazioni dell’equilibrio sono ’

004 00y 40,1

. oz om O Tam, P8
Tutte le componenti o;p, eccetto o,,, debbono annullarsi. sulla superflcle late-
rale della sharra, e sulla base superiore (z = 1) si ha 0,, = 0,, = g, = 0.
La soluzione delle equazioni dell’equilibrio che verifica queste “condizioni &
Oy = —pg (1 = 2), ¢
e tutte le altre o,k = 0 Le u;, si determinano in funzione delle O',k nella forma
l—z
uxx—uyy'— Pg (l—z), Uzp == = "%(—E"-)‘, uuy*”kz —-‘“yzao

quindi, mtegrando queste equazxom, si determlnano le componentl del vettore
deformazlone .

1

| _“FT,R&'““) Z. F‘Fﬁgfﬂg(;‘r?}.b i

- 'Mz"—-—"'—-‘g% (Bl 2)2m0 (23]
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L’espressione di u, soddisfa la condizione al limite u, = 0 in un solo punto
della superficie inferiore della sbarra. Pertanto la soluzione trovata non estende
la sua validita alle vicinanze della sezione inferiore della sharra.
2. Determinare la deformazione di una corona sferica (con raggio esterno

R, e interno R;) sottoposta ad una pressione interna p;; la pressione esterna
& p,.

pZSoluzione. Assumiamo un sistema di coordinate sferiche con centro nella
sfera. La deformazione u & ovunque radiale e funzione della sola coordinata r.
Ne consegue che rot u = 0.e Fequazione (7,5) assume la forma

V divu = 0,
quindi
. E
diva= —12- d(r u)—_.—cost = 3a
r dr
ovvero
‘ b
Uu=4ar —I‘——;f' .

Le componenti del tensore di deformazione sono (cfr. le (1,7))

2b L o b
urr=a'——r§", “Be=uw=“+—",§‘c
Lo sforzo radiale .
E E 2E b
c,,—m[(i—c) Ury = 20Ugp] = ~—5— 0 — Tro ron

Le costanti a e b si deducono dalle condizieni ai limiti O, = —py per r = R,
€ 0, = —p, per r = R,. Se ne ricava

ae= p R} —pyR§ 1—20 b= RYRE (pr—py) 140

RI— RS E + "TT Ri—FES 2E *

Quindi la distribuzione degli sforzi nello spessore della corona sferiea sot

toposta ad una pressione interna p; = p-e ad una pressione esterna py =0 &
data da

i ( _ﬁi) o PRE ( H_%)
Cr=m_m\ T ) %0=%w= m—p (Itgr). o
Nel caso di una corona sottile, # = R, — BR{ € R, si'ha approssimativéfhente

. ';«’H\ ‘~'pﬂ2v(4.u_0-)w PN pR p
C o YETeEr 0 TeTImS e Oms=g

{o;; & il valor medio dello sforzo radiale rispetto allo spessore dello strato).

Si ottiene la distribuzione degli sforzi in un mezzo elastico illimitato con
una cavita sferica (di raggio R) sottoposto ad:una comptéssiong uniforme; ponen-
do Ry = R, Ry = o0, p; = 0, py = p:

srotinr b Bioegensie s ouggirmleh @ laoixsapa ciaenp «)éna I
srodlev dab % ; M
Op=—p|l="3)y Ooo=0gpp=—prli4+55)."
e . 0 2r

. S e 8 e g
Sulla fr(intlgra della*cavita gt ‘$forzi tangenziali sono qhindi superiori alla pres-
sione all’infinito. 54

3. Determinare la deformazione dizmdipalia -pi%nr{d‘i saggio R) sotto 1'ef-
fetto del proprio campo di gravita. R
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Soluzione. La forza di gravita che agisce sull'unita di massa del corpo- sfe-
rico & —g—%. Sostituendo questa espressione in g nella (7,3), si ottiene per lo
spostamento radiale 1’equazione

E(1—o0) d (1 d@%) r
T =3 3 )=

La soluzione che si mantiene finita per r = 0 e-soddisfa la condizione o,, = 0
perr=R & :

U=

gPR(1—20)(14-6) [ 3—¢ r2
~ M0E(f—o) ' 1+a“ﬁ‘]'

Osserviamo che la sostanza & compressa {u,y < 0) nell’interno di una sfera di
raggio R 1//-%1-_{-_0—@ e dilatata al di fuori di questa sfera (u,, > 0). La pres-
sione nel centro della palla &

‘ 3—o R
10 (1—o) 804

4. Determinare la deformazione di un tubo cilindrico (di raggi esterno e
interno R, e R;) sottoposto ad una pressione interna p, mentre la pressione
esterna & nulla?).

Soluzione. Prendiamo un sistema di coordinate cilindriche con asse z coin-
cidente con I’asse del cilindro. La pressione & uniforme lungo il tubo, quindi la
deformazione consta di uno spostamento radiale puro u, = u (r). Come nel
problema 2, si ha ,

. 1 d L
div u=_—_ (ru) =cost = 2q,

quindi
b
=a -
et
Le componenti non nulle del tensore di deformazione (cfr. Ie (1,8)) sono
o du b u b
~u"=;-dr =a—72— , uq’q’=7=a+3—r§—‘
Dalle condizioni al contorno, 0, =0 per r=R, e Opp = —p per r = Ry,

si ha

o PR (140) (1—20)

p— PRIR} 140
TRI—R E 1

“m-F I -
La distribuzione degli sforzi nello strato del tubo & data allora dalle formule

pR2 R2 pR'Z ‘R2 pRZ
m=p—rr (1=7%) . ow= i (1+23), % =20 g

5. Determinare la deformazione di un cilindro in rotazione uniforme attor-
no al suo asse.

Soluzione. Scrivendo nella (7,3) la forza centrifuga pQ2r invece della forza
di gravitd (Q & la velocitd angolare), si ottiene in coordinate cilindriche per lo

1) Nei problemi 4, 5, 7 si assume che la lunghezza del cilindro sia man-
tenuta costante, inmodo che non ci sia deformazione longitudinale.

3—0630
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spostamento uy-= u {r) l'equazione
_Ed—0) _ 4 (L_d_
(1+40)(1—20) dr \'r dr
La soluzione che si mantiene finita per r== 0 e che soddisfa le condizioni ai
limiti o,, = 0 per r =-R:8& T ‘ )
_pQ*(1+0) (1—20) . o a1
= —SEi—oy 320 ~ri.
6. Determinare 1a deformazione di una palla riscaldata non uniformemente,
con distribuzione di temperatura a simmetria sferica. '

Soluzione. In coordinate sferiche, 1’equazione (7,8) per una deformazione
puramente radiale da R S

(ru) ) = pR2r.

d (:_vi_'d(ﬂu))a__; (Aska.1dT

T\ @ T30 ¢

La soluzione che si mantiene finita per r== 0 e soddisfa la condizione al limite
G, =0 per r=R & ST

T - R
oAt 2 2(1—20) r g iy g }
u_a3(1_10)« e S T(ryridr-} 1o R ) T(r)r df .
d ,
La temperatura T (r) & misurata a partire dal valore per cui la palla uniforme-
mente riscaldata & considerata non deformata; si & assunto come tale valore
la temperatura della superficie esterna della sfera, con T (R) = 0.
7. Lo stesso problema per un cilindro riscaldato non uniformemente, con
distribuzione di temperatura a simmetria assiale. . :
. Soluzione. Analogamente al precedente problema, in coordinate cilindri-
che si ha e

T R
u=a3—21;}:—_%)‘ é 5) T(f)'rdr+(1~2a)?§2-.§ T(r)rdf} .

8. Determinare la deformazione di un' mezzo elastico infinito con una
distribuzione di temperatura assegnata T (z, y, 2). Si suppone che questa tem-
peratura tenda verso un valore costante T, all’infinito, dove non ¢’8 deforma-
zione. R ; :

Soluzione. L'equazione (7,8) ammette evidentemente una soluzione per cui

rot u=0, ,'divu"———ocg-{T_’l__‘_G—c)[»T\’(xk,“lxl,‘z)';—;Tq]-; '

Il vettore w, avente divergenza uguale alla funzione assegnata, definita su
tutto lo spazio e nulla all’infinito e rotore identicamente nullo, si pud scri-
vere, come & noto dall’analisi vettoriale, nella forma - B
v e 1 div’ u (z', v, 2 ,
B . u(x7 y;, z)-——-[.l_ﬂ- S N T G dV 1.
con r=V(x-—x')2+(y——y')2+(z—z')g. Pertanto si ottiene la soluzione gené-
rale del problema nella forma - o o . -
o (1+0) S I'—Ty n ‘
= — \Y av 1
U=—Tn{i—o) ) 7 ’ S

con T’ =T =,y 2').
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Se una guantitd finita di calore ¢ viene sprigionata in un piccolo volume
del mezzo illimitato (nell’origine delle coordinate), la distribuzione della tem-
peratura pud porsi nella forma (C & il calore specifico del mezzo)

T—Ty=L ()88 (2),

ove § & la funzione di Dirac. Allora l’iﬁtegrale nella (1) vale C’ire la deformazio-
ne & assegnata dalla formula B

a(l+06)g r '
12n(1—0)C 7%*

... 9. Dedurre le equazioni dell’equilibrio di un corpo isotropo. (in assenza
di forze di volume), espresse in funzione delle componenti del tensore degli
sforzi. : o
... Soluzione. Il sistema di equazioni ricercate contiene, oltre alle tre equa-
zioni '

u=

© 903k .
quelle che discendeno dal fatto che le sei componenti di u;;, non sono tutte indi~

pendenti. Per dedurle, scriviamo dapprima il sistema di relazioni differenziali
a cui debbono soddisfare le componenti del tensore u;p. E facile vedere che le

quantita . .
w _i( ou; | auk)
= Ozp B o0z}

soddisiano identicamente
%usp %upm, . 0%uy; %upm
010, dzidzy, 0ROz, 0x;0xy

Si hanno in tutto sei relazioni distinte (corrispondenti ai seguenti valori d
i, k; 1, m: 4122, 1133, 2233, 1423, 2213, 3312); queste relazioni rimarranno tutte
se si contraggono gli indici I ed m nella relazione tensoriale sopra scritta:

OPuyy Buy |, By
ek T (3
dz;0xp, Ozpdz; dz;0x; .

Dugp+

Sostituendovi le espressioni (5,12) di u;; in funzione di o; e prendendo in
considerazione la (1), si ottengono le relazioni cercate ; o
%oy ,
(1+0) AGzh‘l‘W—-O- 3
Queste equazioni continuano a sussistere quando il corpo subisce forze di vpiu;
me esterne costanti su tutto il volume. : e : :
Contraendo nell’equazione (3) sugli indici i e % si trova

By

. AO’.” = 0,
ciod 0;; & una funzione armonica. Applicando alla k(3)‘l’op§ra‘tore A segue:
S Aey =0

che mostra che le o;; sono funzioni biarmoniche; peraltro, questi risultati
discendono anche dalle (7,6) e (7,7), visto che la relazione tra o;; e u;p, € lineare.

10. Esprimere l'integrale generale delle equazioni di equilibrio (in assenza
di forze di volume) in funzione di un vettore biarmonico arbitrario (B. Galer-
kin, 1930).

3=
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Soluzione. B.naturale cercare la soluzione dell’equazione (7,4) nella forma
" w= Af + A grad div . .
Se ne deduce che divu = (1 - 4) div Af. Sostituendo nella (7,4) si ha
(1 —20) AAE+[2(1 — o) 4 + 1] grad div Af = 0.
Allora, se f & un vettore biarmonico arbitrario
, AAE = 0,
otteniamo

1 .
u==Af{ T—o) grad div f.

11. Scrivere gli sforzi 6y, Ggq. Orp in una deformazione piana (in coordinate
polari r, ¢) come derivate della funzione degli sforzi.

Soluzione. Poiché le espressioni cercate non possono dipendere dalla scelta
dell’origine per 1’anomalia @, esse non la conterranno esplicitamente. Allora
potremo far uso del seguente procedimento: passando dalle derivate cartesiane
(7,10) alle relative espressioni in termini delle variabili r, ¢ osserveremo che

O = (Ox)p=0s  Opp = (Fyplo=0 Orp = (Taylo=o
(I’angolo ¢ & contato a partire dall’asse z).. Si ottiene cosi '

B T N R e (1
Om=T G T GgEr YW g o= (775 )-

19. Determinare la distribuzione degli sforzi in un mezzo elastico infinito
comprendente una cavita sferica, sapendo che il mezzo & sottoposto all’infinito
ad una deformazione uniforme.

Soluzione. L’espressione generale di una deformazione uniforme & rap-
presentata da una trazione (o compressione) uniforme e da uno scorrimento
uniforme. Poiché il caso corrispondente alla prima deformazione & stato trattato
nel problema 2, ci limitiamo qui all’esame dello scorrimento uniforme.

Sia o{® il campo degli sforzi uniforme che si avrebbe in assenza di cavita;
in uno scorrimento puro si ha 642 = 0. Indichiamo con u® il vettore spostamen-
to corrispondente e cerchiamo la soluzione nelta forma u = u® -+ u®), dove
a® & il termine correttivo che tiene conto della presenza della cavitd e che
si annulla all’infinito.

Ogni soluzione di un’equazione biarmonica pud essere scritta nella forma
di una combinazione lineare di soluzioni a simmetria sferica e delle loro derivate,
di diverso ordine, rispetto alle coordinate. Soluzioni a simmetria sferica indi-

endenti sono r2, r, 4 , 1. Pertanto la forma'pifi generale del vettore biarmonico
p r

u®, che ha una dipendenza parametrica dalle componenti del tensore costante

o5 o che si annulla all’infinito, &

TR WA S () SAN Y, () ”® -
u; = A0y, Oxp 1 + Bow “dx; Oxy Ozp T +Co dx; Oxy, 9z i &

Sostituendo questa espressione nella (7,3), si ottiene

: Quy | 9 oup ; Mg®o P 1
(—20) —4 g5 oy =12 (1 20) C+(4+20)] 04 o250 7 =0

e quindi ‘ ;
A= —4C(1—o0).
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Due ulteriori relazioni tra le costanti 4, B, € discendono dalla condizione
sulla frontiera della cavita: (04 . off) np = O perr = R (R @& il raggio della
cavitd, lorigine & presa nel centro, n & il versore di r). Un calcolo assai lungo,
con 1'aiuto della (1), conduce al seguente risultato:

_CRe _5R*(1+40)
=75 ~3E (1—50)
Lespressione finale della distribuzione degli sforzi &

oin =0y [1+5—$71-__——T2(:j‘)‘ (_1:')3""?%&; (%)5]4—

15 (£)3 [0_ (_1;_)2] (0$Ongn;+ oQnns) +

7—5 \ r

+f(—7—i—% (%)‘3 [—5.‘1"7 (%)2] 0§3,)sznmnznk+

4—-'2—(7{%@ (%)3 [1’"2"“ ('1:_)2]"5\ih01(23"l"m .

Per ottenere la distribuzione degli sforzi per ¢¢}’ arbitrari (cioé non di

scorrimento puro), si debbono sostituire in questa espressione o — o) —

—- —;—6ik0(l?) e aggiungere 1'espressione
| R®,
—'3-'0(;?)"‘ [Gik-f-ﬁ{(ﬁih ~.3ninh):] )

che corrisponde alla trazione uniforme all’infinito (cfr. problema 2). Scriveremo
il risultato generale per gli sforzi sulla frontiera della cavita

15 !
Oin=r—ro { (1—0) (ogg)—og?)nlnk—-cgp ning),+ o{Dninmning —
(0) 50—1 o)
—00{ ) nanmbin +—5— Ou (S—ring) ¢ .

Nelle vicinanze della cavita gli sforzi sono molto piv intensi che all’infini-
to; questo incremento degli sforzi ha un carattere locale assai pronunciato
e diminuisce rapidamente con la distanza (fenomeno di concentrazione degli
sforzi nei pressi della cavitd). Cosi, se il mezzo & sottoposto ad una trazione
semplice uniforme (solo ¢{® & non nulla), gli sforzi massimi si produrranno
all’equatore della cavitd, e si avra

Oy = 27——150’ (0).
2 (7-—50) #

§ 8. Equilibrio di un meszzo elastico: limitato da un piano

Prendiamo in considerazione un mezzo elastico che invade un
semispazio infinito, cio¢ a dire un mezzo limitato da una parte da
un piano infinitamente esteso. Determiniamo la deformazione del
mezzo sotto l'azione di forze applicate alla sua superficie liberal).

1) 11 procedimento pid diretto e standard nella risoluzione del problema
posto consiste nell’applicare all’equazione (8,1) il metodo di Fourier. Tuttavia,
si avrebhero a calcolare integrali molto complicati. Qui si impiega un metodo
che, facendo ricorso .ad un certo numero di accorgimenti, richiede calcoli pia
semplici. '
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La distribuzione delle forze ‘deve ‘soddisfare uha sola condizione,
quella di annullarsi all’infinito talché non vi sia deformazione.
In questo caso le equazioni dell’ equilibrio si integrano sotto la forma
generale.

In tutto il volume occupato dal mezzo si ha 1'equazione dell’e-
quilibrio (7,4)

grad div u 4 (1 = 20) Au==0. : 81
Cercheremo- la soluziqne nella fOrma
| w=f+tve 8,2)
dove ¢ & uno scalare e il vettore T soddista l’equazmne di Laplace
Af-= 0. (8,3)
Sostituendo (8,2) nella (8,1), si ricava Lequazione per ¢
2(1 — o) Ag = —div . 8,4)

Prendiamo come piano z, y la superficie libéera del mezzo ela-
stico e ’asse z diretto verso I'interno. Scriviamo f, e f, come derivate,
rispetto alla variabile z, delle corrispondenti componenti g, e gy
di una funzione vettorlale g

.fx_ az * fy: az ° (8, 5)
P01che fx © fy sono funzioni armoniche, €. © g, POSSono essere scelte
in modo tale da soddisfare lequazmne di Laplace

Ag, =0,  Ag,=0. (8,6)
Allora la (8,4) diviene o :
| ‘ _—
2(1—o>Acp—fg( £ +fz)

P01che g 8y € [z sono funzioni armoniche, ‘si constata facﬂmente
che la funzione ¢ che soddisfa tale equazione puo porsi nella forma

. .
o= —ga=a (-t t ) ®7)
dove 9 & -anch’essa’ armonica: : : : o

Cosi la determinazione della deformazione u & ricondotta alla
ricerca delle funzioni g, gy, f,, ¥, tutte soddisfacenti I’'equazione
di Laplace.

Seriviamo 16  condizioni ai limiti che ‘debbono essere Verlflt:ate
sulla superficie libera del mezzo (z = 0) )

" 11 versore n della normale esterna & dlretto nel verso delle z
negative, quindi, secondo la formula generale (2,3), deve essere
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6;, = —P;. Utilizzando I'espressione generale (5,11) di oy ed
esprimendo le componenti di u in funzione delle quantitd ausiliarie
Exr 8y T2 €0, le condizioni al contorno si possono serivere, dopo un
breve caleolo, nella forma : Lo : o

0%gy 9 (- 4—20 x 4 0gx —6_gl a

8z* 'z=o+’a_x'{2(1—a) fo—5i—0) ( 2z T oy )+2—07 fmo =
—_ 2('1;—0') va ‘ ‘ (8,9)

azgy a 1—2¢0 1 ag agy a,lp

557 z=0+?9?v 2(1—9)‘]"— 2(1—0) (—axi"'—ay“)‘”a—z} L=0=

2 140 :
—"—(E—)‘Py’

o f agx | 08y \ | 200\
oz {fl‘ (a; + ay ) "9z

Le componenti P, P,, P, delle forze esterne applicate alla super-
ficie sono funzioni assegnate delle coordinate z e y, e si annullano
all’infinito. - « _ ‘

Le grandezze ausiliarie g, g, f,'® Y non sono determinate uni-
vocamente dalle formule con cui sono state introdotte, pertanto
permane una certa arbitrarieta nella loro scelta; potremo quindi
imporre una condizione arbitraria. Sard allora comodo richiedere
I’annullamento del termine entro parentesi graffe nelle equazioni
(8,9) l): . ’ S : . ol

— 2D p (8,10)

z=0

(1 —20) fz—(%gf+ai;)+4(1—o)%‘§=o. (8,11)

Allora le condizioni (8,9) si semplificano e diventano

3%gx
dz2

2 (1-+0) o%g 2(1+0)
o (E P, Vo <E P, (812

- 022

z=0

Le equazioni (8,10)-(8,12) sono sufficienti per la determinazione
delle funzioni armoniche g., g,, [, € . o

Per semplificare la scrittura delle formule che seguono, tratte-
remo il caso della forza concentrata F che agisce sulla superficie
libera del semispazio elastico, cioé di una forza applicata in una -
regione infinitesima della superficie, che puod essere assimilata ad
un punto. L’azione della forza puo essere scritta come quella della
forza superficiale distribuita secondo la legge

P =TFb (2) 6 (v), -
1) Non dimostreremo qui la possibilité di imporre quésté condizione;

essa viene giustificata naturalmente dal fatto che non ne discende alcuna con-
traddizione.
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ove figura la funzione 8, I’origine delle coordinate ¢ presa nel punto
di applicazione della forza. Nota la soluzione del problema per una
forza concentrata, potremo costruire direttamente la soluzione per
una distribuzione arbitraria di forze P (z, y). PiG precisamente, se

u; = Gy (x, y» 2) Fy (8,13)

& la deformazione sotto 1'effetto di una forza applicata nella origine,
la deformazione risultante dalla forza P (%, y) sard definita dall’in-
tegralel) V

uy= S S Gin(z—a', y—y', 2) Py (', y') da’ dy'. (8,14)

E noto nella teoria del potenziale che una funzione armonica f,
annullantesi all’infinito e che possiede una derivata normale data

da ¥ a1 piano z = 0, & data dalla formula

0z
_ 1 of (=, ¥/, 2) da’ dy’
f(x9y7 z)—_%SS 5z =0 r y
r=V@—2P+G—y P+ .
Poiché le quantita ‘%x , %g?y e la quantitd entro parentesi graffe

nella (8,10) soddisfano 1'equazione di Laplace, e poiché le (8,10),
(8,12) determinano proprio i valori delle loro derivate normali al
piano z =0, si ha

dgx , 9% -8 1 P, (z', y I | F,
e () e e [ [ Ry

oz z nE J nkE r 7
(8,15)

9gx _ 1-+to Fy %y 140 Fy
8z ~—  mwE r ! 4z = @B r (8,16)

dove r=V 224y 2. | )
Le espressioni delle componenti del vettore u cercato contengono
non le quantitd g, e g, ma le loro derivate rispetto a z, y e z. Per

“calcolare % , %y deriviamo le uguaglianze (8,16) rispetto a z e y,
rispettivamente. Si ha

g _ 146 Fex 0%y = 4po Fy

ox dz nE- 8 ' ayoz nE 73

1) Secondo la terminologia matematica G, & il tensore di Green per le
equazioni dell’equilibrio in un mezzo seminfinito.
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Integrando su dz da oo a z, si ottiene

dgx 140 Fuz
gz ~ @mE r(rt+az)’

%j_ 140 Fyy
oy~ nE r(r+sz)°
Non proseguiremo oltre nei calcoli, semplici ma laboriosi. Si
deduce f, e % dalle equazioni (8,11), (8,15) e (8,17). Noto %, é
facile calcolare %% ) %f— , integrando dapprima su z e derivando quindi
rispetto a x e y. Si ricavano cosi tutte le quantitd necessarie per il
calcolo del vettore deformazione dalle (8,2), (8,5), (8,7). Finalmente
si ottiene

(8,17)

e B ([~ g 2O
+ ‘f;;,? Jj_;;z L2 (aF +yF,)},
=G (- o 2
+ j:jr’;;: Iy <xe+yF,,>} : (8,18)

u2:12jn-£ [2(1:0)"‘ ]F+[ r+z +r3](xF +yr )}

In particolare, lo spostamento dei punti della superficie libera del
mezzo si deduce dalle (8,18), ponendo z = 0:

1 1 1—2 2
Uy = 2;—;7 —-(—l—,g)—x F,+2(1—o0) Fy+ 0: (xF 5+ yF, )}

1 1 12 2
uy =i A U2V g (1 —0) Fyt L @F 4 yF,))
(8,19)

u,=1t0 %{2(1—-0) F,+(1-2a)$(xe+yFy)}-

PROBLEMA

Determinare la deformazione di un mezzo elastico infinito sotto 1’effetto
di una forza localizzata F1).

Soluzione. Considerando la deformazione a distanze r grandi rispetto alla
dimensione della regione di apphca710ne della forza, possiamo pensare la forza
come applicata in un punto. Si ha l'equazione di equlhbrlo (cfr. la (7,2))

2———(1;“) F5 (1), 1)

1 s
Au—]-i,__zggrad divu= —

1) Un problema analogo per un mezzo anisotropo infinito & stato risolto
da I.M. Lifsits e L.N. Rosentsveig (ZETF 17, 783, 1947).
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(dove 8 (r) = 8 () 8 (y) b (2), il punto di applicazione della forza & stato assun-
to come origine delle coordinate). Cerchiamo la soluzione nella forma u =
= u, + uy, dove uy & la soluzione dell’equazione. di tipo Poisson -

sug= — 2D s (r), @
Per u, si ottiene allora l’eqﬁﬁéione
v div uy - (4 — 20) Auy = —V div u,. (3)
La soluzione dell’equazione (2), che si annulla all’infinito &
' 440 F

Y=5xE 7 -

Applicando alla (3) 1'operatore rot, si ottiene A rot a, = 0. All’infinito si deve
avere rot u, = 0. Ora, una funzione armonica in tutto lo spazio e annullantesi
all’infinito & una funzione identicamente nulla; dunque rot u; = 0 e si potra
scrivere u; = grad @. Si deduce dalla (3)

V(1 —0) Ap + divug} = 0.

Ne discende che l'espressione entro parentesi & costante e poiché si ammulla
all’infinito, si ha in tutto lo spazio

oo divuy v1—|—0 1
A(P_—2(1—0)——4RE(1——6)FVT'

Se P & soluzione dell’equazione‘mp:-l? ,

1-+o

~ Ik (=) ¥

q):
Scegliendo la soluzione priva di singolaritd ¢ = —;— , si ottiene
140 (Fn)n—F
8nE(1—0) . .r .~
dove n @ il versore del raggio vettore r. Finalmente

140 (3—40)F-tn(nF)
US=gRE(I—0) . 1. .

w,=Vp=

Scrivendo quest'ultima formula nella forma (8,13), si ottiene il tensore di
Green delle equazioni dell’equilibrio di un mezzo isotropo infinito?)

140 i e A4 [ 4 & ]
Cir =g (1-0),[(" 40) 5‘kf"‘"k1 T hmp LT T4 —o0) ax.,-ax,;’

1) 11 fatto che le componenti del tensore Gy siano funzioni  di “primo
grado delle coordinate z, ¥, 2, & evidente a priori in base a considerazioni
di omogeneitd, relative alla forma dell’equazione (1) che contiene a primo
membro una combinazione lineare di derivate seconde delle componenti di wu,
a secondo membro una funzione omogenea di terzo grado (6§ (ar)=4a70(x)).

Questa proprieta sussiste nel caso generale di un mezzo anisotropo arbitrario.
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§ 9. Contatto tra corpi solidi

Si considerino due corpi solidi a contatto in un punto non sin-
golare delle loro superfici (nella fig. 1, a le due superfici sono rap-
presentate in sezione nelle vicinanze del punto di contatto 0). In
questo punto le due superfici
hanno lo stesso piano tangente,
che assumeremo come piano z,

y; D'asse z sara orientato diver-
samente per i due corpi, verso , &
I'interno, e le corrispondenti
coordinate saranno indicate con
z e 7. '
* E noto che nelle vicinanze
di un punto regolare (0) I’equa-
zione della superficie, riferita
al suo piano tangente (piano
z, y¥), puod seriversi

21

Z = Ao plalpy, (9,1.)

dove la somma sugli indici

ripetuti va da 1 a 2' (z; = x;

Ty = 1Y), %y p © Un tensore sim- ‘ ‘ Fig. 1

metrico bidimensionale carat-

terizzante la curvatura della superficie (i suoi valori principali sono
1 1 R . .

R e P con R, e R, raggi di curvatura principali nel punto

di contatto) Scriveremo analogamente per la superficie del secondo

corpo, nelle vicinanze del punto di tangenza,

2= nopkalp. , 9,2)

Supponiamo ora i corpi pressati 1’uno contro l’altro e sia h Vavvi-
cinamento, piccolo, che ne risultal).

Allora si realizza uno schiacciamento nelle vicinanze del primi-
tivo punto di contatto talché il contatto non & pid puntuale, ma
avviene su una regione finita, seppure piccola, della superficie.
Siano u, e u; le componenti (rispettivamente sull’asse z e z') degli
spostamenti dei punti delle superfici dei due corpi pressati. Nella
fig. 1, b in tratteggiato sono rappresentate le superfici prima della
deformazione; z e z' indicano le lunghezze definite rispettivamente
dalle (9,1) e (9,2). Come si vede, in tutti i punti della regione di

contatto si ha

1) 11 problema del contatto nella teoria dell’elasticita &

: stato studiato per
Ia prima volta da H. Hertz.

a
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ovvero
(Rap + Xop) Towp + U us =ho 9.3)

Nei punti esterni a questa regione, dove cessa di esercitarsi il con-
tatto, si ha la disuguaglianza z 4 2" + u, + u; <h.

Orientiamo gli assi z e y in modo tale che il tensore %qp + %gp
sia ridotto ai suoi {assi principali; indichiamo con 4 e B i valori
principali corrispondenti’). Allora la (9,3) si riscrive

Ax® + By? + uy, -+ uy, =h. (9,4)

Indichiamo con P, (z, y) la pressione tra i due corpi nei punti
di contatto (ovviamente P, = 0 al di fuori della regione di con-
tatto). Nel determinare il legame tra P, e gli spostamenti u, e U,
si potra con sufficiente precisione considerare le superfici come piane
e quindi utilizzare le formule trovate nel precedente paragrafo.
Allora dalla (8,19) (e facendo uso anche della (8,14)), lo spostamento
u, sotto V'effetto della forza normale P, (z, y) & determinato dalle

_1=0 Py(z'y ¥) T
U, =—zp SS - dz"dy’,

g 1—0'2 P, (Ct’, y') ’ ’
‘u,—. 5 SS - dx' dy

(9,5)

(0, o', E e E’ sono rispettivamente i coefficienti di Poisson e i
moduli di trazione dei due corpi); poiché P, = 0 fuori della regione

di contatto, il dominio di integrazione & esteso a tale regione. Osser~
u
viamo che dalle formule sopra scritte discende la costanza di 'u—z !
P ! . Z 3
U, _ (1—0?) E
u ~ (I—o%HE-* (9,8)

4

1) A e B sono correlati ai raggi di curvatura Ry, Ry e Ry, Ry nel segiente
modo: '

1 1 1 1

2B =gty YR TR

1 1 \2 1 1 \2
B2z | e e e e
sa—Bp=(—5) +( g =) T

11 1 1

+2cos2e (‘31 "R, ) ( R; R; ) !

ove @ & I’angolo tra le sezioni normali, corrispondenti ai raggi di curvatura

R, R;.
T raggi sono presi positivi quando i centri di curvatura sono interni ai

corpi, negativi nel caso opposto.
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Le relazioni (9,4) e (9,6) determinano insieme la distribuzione della
deformazione u, e u; nella regione di contatto (ovviamente le for-
mule (9,5) e (9,6) estendono 1a loro vahdlta .anche ai punti esterni
a tale regione).

Sostituendo le (9,5) nella (9,4), segue

1

(5 + 5 ')5(-’-’—(”-’—2—)@ dy' —h— Az®—Byt.  (9,7) -

Questa equazione integrale determina la distribuzione della pres-
sione P, nella regione di contatto. Si pud determinare la soluzione
del problema analogicamente, utilizzando le relazioni qui appresso
riportate, note dalla teoria del potenziale. Una duplice osservazione
induce questa analogia. Primo, l'integrale a primo membro della
(9,7) & del tipo di quelli che si presentano nella teoria del potenziale
e che determinano il potenziale creato da un’assegnata distribuzione
di cariche; secondo, il potenziale del campo in un ellissoide uni-
formemente carico ¢ una funzione quadratlca delle coordinate.
Quando un ellissoide

2 yro, 2
mTEtaE=

¢ uniformemente carico nel suo volume con densitd costante p,
il potenziale del campo nell’ellissoide stesso ¢ dato dalla

¢ y2 SN
(. ¥, Z)=ﬂpach {1- a2+§ bzy_kg_csz&}x
AT

dE
x,
- V(@5 (0°F0) (2 +8)

Nel caso limite di un ellissoide appiattito (lungo z), e cloe nel caso
¢ — 0, se ne ricava

‘ ‘ _ ¢ z? d§
°P<~'”’y>—“9ab0§{1 FTE bz+§} AC=RNCEE:

(quando si passa al limite per ¢ — 0, ovviamente bisogna nel con-
tempo annullare la coordinata z dei punti dell’ellissoide). Peraltro,
il potenziale puo scriversi

N p dx' dy’ dz
(@5 yr 2) = S H Vie—a P tE—y)P+(E—a)

dove 1'integrale & esteso al volume dell’ellissoide. Anche qui, pas-
sando al limite per ¢ — 0, si dovrd porre nel radicale z =z’ =0
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72 32 :
Integrando in dz’ tra. i 11m1t1 +c ],/1 — %““%ﬁ ) 8L ha

Q(x, y)= 2pcSS &’ dy l/i ——“—

(r=V1 x—x)z +—y)RE).

2
L’integrale & esteso al dominio assegnato dall’ellisse = = + y = '1

Uguagliando le due espressioni di ¢ (z, y), si. dttlene 1’1dent1ta

SS da’ dy ‘/1____«_11_’2_:mb S{i_m_m}x

dg

— 9,8
V@ +oE - ( ,)
Confrontando questa relazione con l’equazione (9,7) si vede
che i secondi membri hanno la stessa dipendenza quadratica di z
e y e che nei primi membri figurano integrali dello stesso tipo.
Se ne conclude che il dominio di contatto dei due COI’pl (ciog il
dominio di integrazione mnella (9,7)) & delimitato da un’ellisse di

equazione

5 N . .
22y (9,9)

e che la funzione P, (z, y) & del tipo

,, : A
Pz (xa y) =COSt-l/-'1 _%_%
Scegliendo la costante in modo talé che I'integrale P, dz dy

esteso al dominio di contatto sia uguale alla forza totale F con 0111
i due corpi interagiscono, si ha

O A (9,10)

Questa formula defmlsce la legge di dlstrlbuzmne della pressione
nel dominio di contatto. Osserviamo che nel centro del dominio la
pressione & una volta e mezza pid grande della pressione media
Flnab.

Sostituendo la (9,10) nella (9,7) e mettendo al posto ‘dell’inte-
grale ottenuto la sua .espressione (9,8), si ha
o 0o 1 . \ﬁ x2 y2 E
FD S TT@FE BELE
— df =h— Azx®?—By?,
T VERHeDE -
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dove

D=7 (FF -+ F)

Questa uguaglianza deve essere soddisfatta identicamente in xz e y
(nell’ellisse (9,9)); ne consegue 1'uguaglianza dei coefficienti di
z e y e delle costanti che figurano nei due membri. Si ha cosi

FD dE :
" i V@roe+oE | ®.11)
a=tof E____
T4 (@) V(@) E+FDE ] ,
- (9,12)
B=QS . dg .
R @+ V@ 0D

Le equazioni (9,12) determinano i semiassi @ e b del dominio di con-
tatto in funzione della forza F (4 e B sono note come caratteristiche
dei corpi in oggetto). Dopo di cio, la relazione (9,11) determina il
legame tra F e l'avvicinamento % che essa provoca. Nei secondi
membri di queste equazioni figurano integrali ellittici.

Cosi il problema del contatto tra i corpi pud considerarsi risolto.
La forma della superficie dei corpi (cioé gli spostamenti u, e u,)
al di fuori del dominio di contatto & data dalle stesse formule (9,3)
e (9,10); i valori degli integrali possono essere trovati ricorrendo
ancora all’analogia con il problema del potenziale del campo, di
un ellissoide carico, questa volta al di fuori dell’ellissoide stesso.
Infine, le formule del paragrafo precedente permettono anche di tro-
vare la distribuzione della deformazione nel volume dei corpi (ma
soltanto su distanze piccole rispetto alle dimensioni del corpo).

Applichiamo le formule trovate al contatto tra due sfere di

raggi R ed R’. Si ha in questo caso 4 =B = %(% -%—-1%,) ; per
motivi di simmetria & chiaro che deve essere @ = b, cio¢ il dominio
di contatto & un cerchlo Dalla (G 12) segue per 11 ragglo a di tale
cerchio

. RR’ y1/3
a=F'" (;D TR ) \ (9,13)

h essendo ora la differenza tra R - R’ e la dlstanza tra i centrl
delle sfere. Dalla (9 10) segue la relazione tra F ed h:

AT
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Notiamo che I'avvicinamento & proporzionale a F23; viceversa,
la forza di pressione F & proporzionale ad A%2. Scriviamo 1’energia

potenziale U delle sfere a contatto. Notando che (—F) = —Z—Z , 8i ha
_35/2 2 RR’

Infine rileviamo che la legge
h=cost- F2/3 F = cost-h*/?

si estende anche al caso di corpi, in contatto su regioni finite, non
necessariamente sferici, come si pud vedere in base a considerazioni
di similitudine. Nella sostituzione a® — aa?, b%-— ab?, F — o®?F,
con oo costante arbitraria, le equazioni (9,12) restano invariate.
L’equazione (9,11) ha il secondo membro moltiplicato per a, e affin-
ché resti invariata occorre sostituire %2 con ah. Ne segue per F:

FoCh??,

PROBLEMI

1. Determinare la durata di collisione di due sfere elastiche.

Soluzione. Nel riferimento di quiete del baricentro del sistema, 1’energia
delle due sfere prima della collisione & uguale all’energia cinetica del moto
mimz ~ .
———=_& la massa ridotta.
my--m

2

relativo ”—;——, dove v é la velocitd relativa e p =
1 )

Durante la collisione l’energia totale & la somma dell’energia cinetica;, che

: 2 ~ .
si pud scrivere come %h—, e dell’energia potenziale (9,15). Dalla legge di conser-
vazione dell’energia segue

dh \2 83 o 4 RR’
”(W) k= - k=%p RIR "

L’avvicinamento. massimo &, delle sfere, che avviene quando la loro velocita
relativa si annulla; & .

2/5
hO = (%) k 114/5 .
La durata del tempo di collisione (k varia tra 0 e hy, quindi da h, a 0) &

(A h 12 \1/5 1
1:—_2\50 - k =2 (ll:?v) ) Gz
2 " phle 25
) 1/1; E ) V—i 7

4 Varl ) pe 1/5_. P2\ Ys
= (1m) =2%(4)

ovvero
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11 problema & stato risolto utilizzando le formule statiche dedotte nel
testo, e quindi facendo astrazione dalle oscillazioni elastiche della sfera che
sorgono a seguito della collisione. Questa astrazione & valida sintanto che v &
sufficientemente piccola rispetto alla velocitd del suono. Ma in realtd tutta la
teoria cade in difetto molto prima, allorché le deformazioni dovute alle colli-
sioni superano il limite di elasticita della sostanza.

2. Trovare le dimensioni del dominio di contatto e la distribuzione deila
pressione in questo dominio, nel caso di due cilindri pressati I’uno contro 1’al-
tro, lungo una generatrice comune.

Soluzione. Il dominio di contatto & qui costituito da una striscia sottile
avente per asse la generatrice. La larghezza di questa striscia, 2a, e la distribu-
zione della pressione possono essere dedotte dalle formule del testo, passando
al limite per b/a - co. La distribuzione della pressione sarad una funzione del
tipo ) : ) - '

2
P, (z)=costo]/1—-%-

§x 3 la coordinata trasversale della striscia di contatto); normalizzandola sulla
orza di pressione F riportata all’unita di lunghezza dei cilindri, si ha

2F z2
Pz (”)=R;l/1-zz—-

Sostituendo nella (9,7) e integrando per il tramite della (9,8), segue:

4 4DF EO g 8DF
3n ) ’(a2+§)3/2§ 3ma®*

Uno dei raggi di curvatura di una superficie cilindrica & infinito, 1’altro coincide
col suo raggio; pertanto si ha

1¢1,. 1 ,
A=y (7’7+7‘_',)’ B=0.
La larghezza della striscia di contatto & cosi determinata

16DF RR'
3n R-+R"

§ 10. Proprieta elastiche dei cristalli

La variazione dell’energia libera di un cristallo in una com-
pressione isoterma &, come nel caso dei corpi isotropi, una funzione
quadratica del tensore di deformazione. Ma nel caso dei cristalli
questa funzione contiene un numero di coefficienti indipendenti
superiore a due. L’espressione generale dell’energia libera di un
cristallo deformato & ‘ ' o

r1 4:. .. ‘, “
F = MinimWirlim, Lo (10,1)

4-0630
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Aipim © un tensore del quarto ordine, detto femsore dei moduli di
elasticita. Essendo simmetrico il tensore di deformazione, u;xiim
resta invariato per permutazioni i e k, I ed m, ovvero (i, k) e (I, m).
Allora, evidentemente, si pud definire il tensore A;pim in modo tale
che goda di queste proprietd di simmetria:

Mrim = Meiim = Mami = Mmine - (10,2)

Un calcolo semplice mostra che il numero delle componenti distinte
di un siffatto tensore del quarto ordine &, nel caso generale, pari

a 21.
- A partire dall'espressione (10,1) dell’energia libera, il tensore

degli sforzi si esprime, nel caso dei cristalli, in funzione del tensore
di deformazione (vedi nota pag. 57)

(10,3)

oF
Cir = Zum = AinimUime

La presenza di simmetrie in un cristallo incrementa il numero
delle relazioni tra le diverse componenti del tensore A;xim, dimi-
nuendo corrispondentemente il numero di quelle indipendenti.
Consideriamo ora queste relazioni in corrispondenza a tutti i tipi
di simmetrie macroscopiche dei eristalli, ciod per tutte le classi
cristalline, ripartendole in sistemi cristallini adeguati.

1. Sistema triclino. La simmetria triclina (classi C;
e C,) non impone alcuna restrizione alle componenti di A;pim € la
scelta del sistema di coordinate &, per quanto concerne la simmetria,
del tutto arbitraria. Tutti i 21 moduli di elasticita sono non nulli
e indipendenti. Peraltro, I’arbitrarietd della scelta delle coordinate
permette di imporre ulteriori condizioni su A;nim. Infatti, poiché
T'orientazione di un sistema d’asse rispetto ad un corpo ¢ determi-
nata da tre parametri (gli angoli di rotazione), corrispondentemente
le condizioni sono in numero di tre, per esempio si pud imporre che
siano nulle tre delle 21 componenti. In questo modo le quantita
che caratterizzano le proprieta del cristallo sono i 18 moduli non
nulli ed i 3 angoli che assegnano il sistema di riferimento.

9. Sistema monoclino. Consideriamo la classe Cg5
prendiamo come piano coordinato z, y il piano di simmetria. In una
riflessione rispetto a tale piano le coordinate subiscono la trasfor-
“mazione x — z, Yy — Y, z — —2z. Ricordando che le componenti del
tensore si trasformano come il prodotto delle coordinate corrispon-
denti, risulta chiaro che tutte le componenti Ay, contenenti un
numero dispari (1 o 3) di volte I’indice z cambiano segno, mentre
le altre sono invariate. Ne discende che sono nulle tutte le compo-
penti in cui figura un numero dispari di volte V'indice z. In defi-
nitiva l'espressione generale dell’energia elastica libera in un cri-
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stallo monoclino si scrive

1 1 1 :
F = 5 }Vxxxxugcx -+ o %yyyyuzy “+ 5 )"zzzzugz -+ }"xxyyuxxuyy +

+ 2hy 2yl 2hy Ualbay +- 2hyyyallyy Uy +
+ 27"xyzzuxyuzz -+ 47"xzyzuxzuyz' (10’4)

Vi sono 13 coefficienti indipendenti. Analoga espressione si ricava
per la classe C, e C,;, che contiene simultancamente i due elementi
di simmetria (C, e ¢,). In quanto precede, peraltro, le condizioni
di simmetria fissano un solo asse coordinato, 1’asse z, mentre gli
assi x ed y sono indeterminati. Con un’opportuna scelta di orienta-
mento si puo fare in modo allora di annullare una delle componenti,
per esempio A.,,,. In definitiva abbiamo 13 quantitd che caratte-
rizzano le proprieta elastiche del cristallo, e cioé 12 moduli non
nulli e I’angolo che fissa 1’orientamento degli assi del piano z, y.

3.Sistema ortorombico. In tutte le classi di questo
sistema (C,,, D, D,}), lascelta degli assi coordinati & determinata
univocamente dalla simmetria e si ottiene la stessa espressione per
I'energia libera. Soffermiamoci, per esempio, sulla classe D,p;
assumiamo come piani coordinati i tre piani di simmetria di questa
classe. Le riflessioni in ciascuno di tali piani hanno per effetto di
cambiare il segno di una delle coordinate, lasciando invariate le
altre due. Allora & evidente che le sole componenti A;y;,, che sussi-
stono sono quelle in cui ciascuno degli indici «, y, z appare un numero
pari di volte; infatti, qualunque altra componente cambia di segno
nella riflessione rispetto ad un piano di simmetria. Pertanto 1’ener-
gia libera del sistema ortorombico ha la seguente forma:

1 i 1 ,é
F= 2 Asezallin +- o A‘vyyyuzv + ) MrzzsUi% + ?»xxyyuxxuyy -+

+ ApazrUnxlhs, + )"yyzzuyy Uyz Z}nyxyuo%y +
- Destis - 2y i (10,5)

In tutto vi sono 9 moduli di elasticita.

4. Sistema tetragonale. Consideriamo la classe
C,,. Prendiamo come asse z C,, gli assi z e y perpendicolari a due
piani di simmetria verticali. Le riflessioni in questi due piani si
traducono rispettivamente nelle trasformazioni z—» —z, y—y,
z2—>ze x—>2 y—> —y, z—z; allora tutte le componenti A;p;p,
con un numero dispari di indici identici sono nulle. D’altra parte,

. . I 5
una rotazione di 7 attorno all’asse C, & rappresentata da z — y,
y-—> —z, 2> 2. Ne consegue
}“xxxx = hyyyyi }“xxz—'z =7}"yyzz’ hxz’xz‘ == Q"yzyz-
4*
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Le altre trasformazioni di C,, non aggiungono altre condizioni,
I'energia libera dei cristalli del sistema tetragonale & pertanto

1 ‘ 1
F= 9 )‘"xxxx (ugc%c + u?;y) + 7 }"zzzzugg + Aexzz (Wxxllzz + uyyuzz) +

+ )"xxyyuxxuyy + 27‘xy xyu'gcg + 2)"x2xz (u%cz + u?;z)o (10,6)

Vi sono in tutto 6 moduli di elasticita.

Un risultato analogo si ha per le altre classi del sistema tetra-
gonale, naturalmente il sistema di coordinate essendo scelto in
accordo con la corrispondente simmetria (Dyq, Di» Dun). Per le
classi C,, 8,4, Cun solo l'assez 8 fissato, come C, 0 Sy. Quindi sussi-
stono ancora le componenti (oltre a quelle che figurano nella (10,6))

Mixay = —Ayyyae

Una scelta adeguata degli assi z, y le annulla, ed F & ricondotta

alla forma (10,6). ‘

5 Sistema romboedrico. Consideriamo la classe
C;,; V'asse z viene allora allineato con 1’asse del terzo ordine, I’asse y
& perpendicolare ad uno dei piani di simmetria verticale. Per dedurre
le restrizioni imposte alle componenti del tensore Ainim dalla pre-
senza dell’asse C; & comodo passare dalle coordinate z, y alle « coor-
dinate » complesse § e M, definite dalle relazionmi

E=‘z+iy, n =2z — iy,

. mentre la coordinata z resta immutata. Scriveremo cosi in queste
nuove « coordinate » il tensore Minim, dove gli indici prendono ora
i valori &, 1, 2. E facile vedere che in una rotazione di 120° attorno
a C; le «coordinate » subiscono la trasformazione

2mi - 27ti

t—>E 3, n—-n °, z — 2.

In virtd della simmetria del cristallo, possono essere non nulle quelle
componenti Aspim che restano immutate in tale trasformazione. Tali
componenti sono quelle che hanno tra i loro indici 3 volte § o 1

25
(poiché (e 3 )* = e2ni= 1), o che contengono altrettante volte §
25 ani

ed m (poiché ¢3¢ 8 =1); esplicitando
Mrzzzn AMenzns Mg Agnzz x&mm Mezezs Aaamze

D’altra parte, 1a riflessione in un piano-di simmetria perpendicolare
all’asse delle y & data dalla trasformazione & — &, ¥ == —Y, 2> %
ovvero per le £ e 1 E—1, n— & Poiché allora Mege, Si trasforma
in Agyqne queste due:componenti debbono coincidere. Cosi i cristalli
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del sistema romboedrico hanno in tutto 6 moduli di elasticita. Per
scrivere l’espressione dell’energia libera, bisogna formare la somma

1 . c qs s qs s . . i
-2—7»ih,muihu,m, in cui gli indici prendono i valori &, m, z; poiché

ci serve F espressa per il tramite delle componenti del tensore di
deformazione in coordinate x, y, z, bisognera esprimere u;, scritte
nelle « coordinate » &, %, z, per il tramite delle omologhe, scritte
nelle coordinate z, y, z. Si puod fare cid semplicemente, partendo
dal fatto che le componenti u;;, si trasformano come i prodotti delle
due coordinate corrispondenti. Per esempio da

BE= (z - iy)® = 2 — y* + 2izy
segue '
Ugg = Uxx — Uyy -+ Qiuxy.

Si trova finalmente per F
1
F= 3 }"zzzzugz + 2}"§ﬂ5n{(uxx + u’y;j)2 + A&Enn [(Wx— u’yy)z + 4“’3511] +

+ 27“&1122 (uxx -+ u’yy) Uy 47"&2"]2 (u?bz + u?;z) +
+ 47"%&&2 [(Wor— uyy) Ugy — 2uxyuyz]- ('10,7)

F contiene 6 coefficienti indipendenti. Questo risultato vale per le
classi D, e Dy,4. Per le classi C;e 8¢, in cui la scelta degli assi
ed y & arbitraria, le esigenze dovute alla simmetria consentono che

Agze, 7 Az

Tuttavia, un’opportuna scelta degli assi conduce @ Agze, = Aqgns')-

6.Sistema esagonale. Consideriamo la classe Cg e sia
1’asse z diretto lungo 1'asse del sesto ordine. Nuovamente facciamo
uso delle « coordinate» & = (x4 iy), m = (z — iy). In una rota-

zione di 2%‘ attorno all’asse z, le coordinate E e 1 divengono

. 2mi 20

§—>§8T, n—o>ne &

1) A scanso di equivoci prestiamo attenzione al fatto che nella trasfor-
mazione lineare arbitraria (non ortogonale) delle coordinate si deve scrivere lo
scalare (10,1) nella forma F = Ay p,uthulm/2 facendo distinzione tra componenti
contro- e covarianti dei tensori (le prime si trasformano come le stesse coordinate
zt e le seconde come derivate 8/dz%). Nelle espressioni (10,7) e (10,8) le componen-~
ti del tensore di deformazione sono trasformate come controvarianti; pertanto
ger stabilire il legame tra le componenti A;;,, nelle coordinate &, 1, ze z, y, 3

isogna considerarle come covarianti; in coordinate cartesiane z, y, z le com-
ﬁonenti co- e controvariante dei tensori naturalmente.coincidono (cfr. pro-
lema del § 23). ' ‘
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Questo mostra che le sole componenti non nulle Minim Sono quelle
che éontengono gli indici & ed 1 un numero uguale di volte; tali sono

}‘zzzz’ x&ni'm x%&nm }"Enzzo L&znz'

Gli altri elementi di simmetria possibili del sistema esagonale non
impongono alcuna restrizione. In tutto si hanno 5 moduli di elasti-
cita. L’energia libera ha la forma

1
F= o Kzznu;z + 2Aznzq (g + uyy)z + 7"&&"171 ugx— uyy)2 + 4”’3011] +
+ 2Mhnzolsy (U + uyy) -+ 47"§z'nz (uiz + L‘Z:)- (10’8)

Bisogna notare che la deformazione mel piano z, ¥y (deforma-
zione di componenti Wy, Uyy, Uy, non nulle) & determinata da due
moduli di elasticita, proprio come nel caso di un corpo isotropo;
detto in altri termini, in un piano perpendicolare all’asse esagonale
il cristallo & isotropo.

In conseguenza di cid, la scelta della direzione degli assi in
questo piano & irrilevante, per quel che concerne la forma di F.
L’espressione (10,8) si estende di conseguenza a tutie le classi del
sistema esagonale.

7. Sistema cubico. Gli assi z, y, 3, sono diretti lungo
gli assi del quarto ordine del sistema cubico. Giad la presenza della
simmetria tetragonale (asse del quarto ordine lungo z) riduce il
numero delle componenti indipendenti A;u;n alle 6 seguenti):

xxxxxv 7"21;11 ?‘fxxzzv }"xxyya hxyxyv xxzxz-

Le rotazioni di 90° attorno agli assi « ed y danno rispettivamente le
trasformagzioni -+, y—>—2, 2>y € T—> 3%, Y —> Y, 2> —I.
Queste trasformazioni comportano l'uguaglianza delle prime due
componenti sopra seritte cosi come delle ultime due, talché il numero
totale di moduli di elasticitd indipendenti & ridotto a 3. Per 1'ener-
gia libera dei cristalli del sistema cubico si ha

1 .
F= 3 xxxxx (ugcx + u?)y + ugz) -+ Afx?cyy (uxxuyy +
Uy Uyyha) F 2hyey (Uay + Uiz +1a2)- (10,9)

Riportiamo una tabella in cui figura il numero dei parametri
indipendenti (moduli di elasticitd o angoli determinanti I'orienta-
mento degli assi del cristallo) per le classi dei diversi sistemi:

1) Le classi cubiche 7' e 7'; non hanno assi del quarto ordine. Lo stesso
isultato si ottiene perd, in questi casi, considerando gli assi del terzo ordine,
e rotazioni attorno ai quali trasformano ’uno nell’altro gli assi del secondo
rdine z, y, z.

[~ =]
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triclino . . . .. . o o oo e e e e e e e e e 29
monoclino . .. .. .. e e e e e Cee 13
ortorombico . .« . - . . v vt o e e e e e e e e e e e 9
tetragonale (Cy, 84y Cun) « -« o v v v o oo v o 7
tetragonale (C,y, Dzd, Dy, Dgp) - . .« 0. e e e 6
romboedrico (Cgy, Sg) + « « « ¢+ 0 0 o @ e e v e e 7
romboedrico (Cjsp, D3, Dyg) « o v e e e e e 6
esagomale . . . . . . . . ..o e e e e 5
cubico . . . v i o e e e e e e e N 3

11 numero minimo dei moduli non nulli (uguali per tutte le classi
di uno stesso sistema), a cui ci si pud ridurre con un’opportuna scelta
degli assi @

triclino . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e 18
monoclino . . . v v o v e e e e e e e e e e e e 12
OTtoTombICO « « ¢ & ¢ ¢ 4 4 4 e e e e e e e e e e 9
tetragonale . . . . . . . L o000 e e e e 6
romboedliCo  « « + 4 v e h e e e e e e e e e e e e 6
esagonale . . . . . 0 ..o o0 e e e e e 5
CUDICO & v v e e e e e e e e e e e e e e e L. 3

Ovviamente, quanto detto ha validita ristretta ai monocristalli.
I corpi policristallini, con dimensioni abbastanza piccole dei cri-
stalliti da cui sono costituiti, possono essere considerati isotropi
(limitandoci a considerare deformazioni su regioni grandi rispetto
alle dimensioni dei cristalliti). Come ogni corpo isotropo, un poli-
cristallo & caratterizzato da due moduli di elasticitd. Si sarebbe
portati a credere in prima istanza che questi moduli possano essere
dedotti mediando i moduli di elasticitd dei diversi eristalliti, ma
non & cosi. Se si considera che la deformazione del policristallo
risulta da quella dei cristalliti costituenti, conseguentemente si
dovrebbe, almeno in linea di principio, risolvere le equazioni del-
P'equilibrio per tutti i cristalliti, tenendo in conto le condizioni
ai limiti sulle superfici di separazione. Si vede cosi che il legame
tra le proprieta elastiche del cristallo nel suo insieme e quelle dei
cristalliti costituenti dipende dalla forma specifica di questi e dalle
correlazioni tra i mutui orientamenti. Cosi, non esiste legame tra
i moduli di elasticita di un policristallo e di un monocristallo (della
stessa materia).

I1 calcolo dei moduli di un policristallo isotropo in funzione dei
moduli monocristallini non puod essere fatto con precisione apprez-
zabile, a meno che le proprietd del monocristallo non siano debol-
mente anisotrope!). In prima approssimazione si possono porre
i moduli di elasticitd del policristallo semplicemente uguali alla
« parte isotropa » dei moduli elastici del monocristallo. Allora,
all’approssimazione successiva appaiono termini quadratici nella
« piccola parte anisotropa » di questi moduli. Questi termini cor-

1) Cosi nel cristallo cubico « debolmente anisotropo » Ageyy — Mgy —
— 2hyyqy deve essere piccolo,
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rettivi risultano indipendenti dalla forma dei cristalliti e dalla
correlazione delle loro orientazioni e possono essere calcolati nella
forma generale').

Trattiamo da ultimo la dilatazione termica dei cristalli. Nei
corpi isotropi questa & uguale in tutte le direzioni, talché il tensore
di deformazione si scrive, nel caso di deformazione termica libera,

uik=%“(T—To) O;n

(cfr. § 6), con ¢ coefficiente di dilatazione termica. Nel caso dei
cristalli si avra '

wp =2 (I —To), (10,10)

a;, essendo un tensore del secondo ordine, simmetrico rispetto agli
indici i, k. Determiniamo il numero delle componenti indipendenti
nei cristalli delle diverse classi. A tal fine conviene partire dal fatto,
noto in algebra tensoriale, che ad ogni tensore simmetrico si pud
far corrispondere un ellissoide (di equazione o;,x;z, = 1). Da con-
siderazioni di simmetria discende che questo ellissoide ha, in gene-
rale, tre assi (le lunghezze dei tre assi sono differenti) per le sim-
metrie tricline, monocline e ortorombiche. Per le simmetrie tetra-
gonale, romboedrica e esagonale, questo ellissoide deve essere di
rivoluzione (avente come asse quello di simmetria di €y, C3 0 Cg).
Infine D'ellissoide degenera in una sfera nel caso della simmetria
cubica. Nei tre casi considerati, gli ellissoidi sono rispettivamente
definiti da tre parametri (i 3 assi), da due e da uno (il raggio). In
tal modo il numero delle componenti indipendenti del tensore o;p
nei cristalli- di differente simmetria &

triclino, monoclino, ortorombico . . . . « « . . . o .. 3
tetragonale, romboedrico, esagonale . . . . . .. . . . .. 2
cubico . . . . .. o e e e e e e e e e e e s P 1

I cristalli dei primi tre sistemi sono detti biassiali, quelli degli
altri tre successivi monoassiali. Osserviamo che la dilatazione ter-
mica dei cristalli del sistema cubico & definita da un solo parametro,
ciod per questo aspetto essi sono isotropi. ‘

PROBLEMA

Determinare il legame tra il modulo di trazione di un cristallo cubico e la
direzione. :

Soluzione. Riferiamo il sistema di coordinate ai tre assi del quarto ordine
del cristallo cubico. Supponiamo l'asse della sharra intagliata nel cristallo
diretta lungo il vettore unitario n. Il tensore degli sforzi o nella sbarra tesa
deve soddisfare le seguenti condizioni: moltiplicato per rn; deve fornire la forza
di trazione lungo n (condizioni sulle basi della sharra); moltiplicato per un vet-

Hi1 M. Lifgits, L. N. Rosentsveig, ZETF 16, 967 (1946).
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tore perpendicolare ad n deve annullarsi (condizione sulla superficie laterale
della sbarra). Un tale tensore si scrive nella forma o;; = pn;ny, p essendo la
forza di trazione che si esercita sull'unitd di superficie della base. Calcolando
le componenti di o;, per mezzo dell’espressione (10,9) dell’energia liberal)
o confrontandole con o;, = pn;ny, si ottengono le componenti del tensore di
deformazione

_ (14 2¢,) n—e, _ . Dixly
ug;x—P (c1—¢3) (c1-+2¢5) ? Hay=P 2¢4

e analogamente per le restanti wu;; si sono adottate le notazioni Ay = €1,
Ayxyy = C2 Aeyzy = Cae ‘ i
L’allungamento longitudinale relativo & u = —d-f——
- , .

dalla (1,2) e %: n;. Di qui,'péi' piccole deformazioni, siba u= Usp Mg

11 modulo di Young & definito come il coefficiente di proporzionalita tra p ed u
nella relazione p = Eu e vale v

A ete ( A1 _
E (e1+2¢5) (c1—c3) €3 61— Cy

E assume valori estremi lungo gli spigoli (assi delle coordinate) e lungo le dia-
gonali maggiori del cubo.

, dl’ essendo definito

) (nanj+ning+ngnd).

1) Calcolando o0z bisogna osservare che se si eseguono i calcoli non
direttamente, dalle 6;p=X;x;mum, Ma derivando I’espressione esplicita dell’ener-
gia libera rispetto alle componenti u;p, le derivate rispetto ai termini u;,
i == k, danno il doppio dei corrispondenti valori o¢;,. Cid deriva dal fatte

. .. oF
che i termini o=

iR auik

=035 dujp, e i termini proporzionali a du;p, differenziali delle componenti

del tensore simmetrico ujp, i 5= k, figurano due volte nella somma o0;p dugp.

sono i coefficienti nella forma [differenziale dF =




Capitolo IT
EQUILIBRIO DI SBARRE E LAMINE

§ 11. Energia di flessione di una lamina

In questo capitolo studieremo alcuni casi particolari dell’equi-
librio dei corpi deformati, iniziando con 1’esame delle deformazioni
delle lamine sottili. Col termine « lamina sottile », intendiamo rife-
rirei a corpi in cui lo spessore & trascurabile rispetto alle altre due
dimensioni. Le deformazioni continuano ad essere supposte piccole,
nel senso che i punti della lamina variano di poco rispetto allo
spessore.

Le equazioni generali dell’equilibrio applicate alle lamine sottili
si semplificano considerevolmente. Tuttavia, piuttosto che operare
in questo senso, ciod dedurre tali equazioni a partire dal caso gene-
rale, si preferisce calcolare direttamente 1’energia libera della lamina
flessa e quindi la variazione di detta energia.

Quando una lamina si flette, al suo interno si sviluppano in
certi punti delle tensioni, in altri delle compressioni. Evidente-
mente c’'é tensione nella parte convessa, e via via che si penetra
nell’interno questa tensione diminuisce progressivamente per annul-
larsi e dare quindi luogo ad una compressione che va aumentando
negli strati successivi. In questo modo, si ha entro la lamina una
superficie neutra, su cui la tensione & nulla, le deformazioni dall’altra
parte di questa superficie sono di segno opposto. B evidente che tale
superficie & il luogo mediano dello spessore della lamina.

Scegliamo un sistema di coordinate con origine in un punto
qualunque sulla superficie neutra, asse z normale a tale superficie;
il piano z, y coincide con il piano non deformato della lamina.
Indichiamo con { lo spostamento verticale dei punti della superficie
neutra, ciog la loro coordinata z (fig. 2). Per quel che concerne le
componenti dello spostamento di questi punti sul piano z, y, quesie
sono infinitesimi di ordine superiore a {, e saranno trascurati. Il
vettore spostamento dei punti della superficie neutra & dunque

ud =uy’ =0, uP =t (z, y). (11,1)

Per procedere oltre, occorre rilevare un fatto a proposito degli
sforzi in una lamina deformata. Dacché la lamina & sottile, per cur-
varla bastera applicare alla sua superficie forze relativamente deboli.
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- Queste saranno certamente piti deboli degli sforzi che insorgono
nella lamina a seguito delle tensioni e delle compressioni; di conse-
guenza si potrannojtrascurare le forze P; nelle condizioni ai limiti

z
S~ — -t
h )

Fig. 2

(2,8) e quindi porre ivi o;3ny = 0. Poiché la lamina & curvata di
poco, si pud assumere la normale diretta lungo 1'asse z. Allora sulle
due superfici della lamina si ha

Oyz = Oyz = Opp = 0.

Ma la lamina & sottile, quindi 1’annullarsi di queste quantita sulle

due facce comporta che nell’interno esse siano piccole. Ciog o,

Oy, 0z, sono piccole ovunque rispetto alle rimanenti componenti

del tensore degli sforzi. Ponendole uguali a zero, si possono deter-

minare di conseguenza le componenti del tensore di deformazione.
In virtd delle formule generali (5,13)

Oy = T+o Uy :Gzy = Y %ya
g : (11,2)
O =roa—z0) (1 —0) tar+0 Uzt uyy)l.
Annullando queste espressioni, si ha
ou ou ouy - du o
= mr wm s a YeT 1o (et

Nelle prime due equazioni si potrd, con sufficiente precisione, so-
stituire u, con { (z, y); quindi,

our 0L Oy o
oz~ 0z 0z oy *
e pertanto
a; o
ux=-—Z‘5;1, uy=—-z-@. (11,3)

Le costanti di integrazione sono assunte nulle purché sia u, =
= u, = O per z = 0. Note u,, uy, restano determinate le componenti
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del tensore di deformazione:
A L

T RPN
0 . , 8% I ?
Uy, = Uy, =V, U, =2 ( 923 +_652_) 1—a *

Utilizzando la formula generale (5,10), possiamo calcolare 1’ener-
gia libera F dell’unitd di volume della lamina. Con un calcolo sem-
plice, si ottiene

F=z 1-fc { 2(1:0) (272%+_g;%)2+
+(55) — = ) (11,5

L’energia libera totale della lamina si ottiene integrando questa
espressione su tutto il volume. Si integra su z tra —h/2 e h/2, b
essendo lo spessore, e su z e y sulla superficie. Si trova cosi I’ener-

gia libera totale Fyo4 = S F dV della lamina deformata:

Fev=srimay | § {(F5 +5) +

TR [ S P T

(essendo la deformazione piccola, si assume per elemento di super-
ficie, con sufficiente precisione, dx dy).

Ottenuta l’espressione dell’energia libera, si potrd prescindere
dallo spessore della lamina considerandola come superficie geo-
metrica, poiché interessa qui la forma che essa assume sotto ’azione
di forze esterne e non la distribuzione delle deformazioni nella lami-
na; allora { stard ad indicare semplicemente lo spostamento dei
punti della lamina assimilata ad una superficie geometrica.

§ 12, Equazione d’equilibrio di una lamina

Dedurremo 1'equazione dell’equilibrio di una lamina imponendo
una condizione di minimo dell’energia libera. Calcoleremo a tale
scopo la variazione dell’espressione (11,6).

Scomponiamo 'integrale che figura nella (11,6) nella somma di
due integrali, di cui effettueremo separatamente le variaziomi. Il
primo integrale pud scriversi w

J e
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2 2

df=dz dy essendo | l'elemento di superficie e A= 3‘1? 4+ —a%;,—

(come nei §§ 12, 13, 14) V'operatore di Laplace bidimensionale. Va-
riando questa espressione si ha

55 | (arpar={ Acastdr= | agdivgrad sgdf =

= S div (ALVOL) df —'S VOLVAL df.

Tutte le variazioni si effettuano nel sistema di coordinate piano x, y.
Il primo integrale si trasforma in un integrale sul contorno chiuso,
frontiera della lamina?):

| div(ALVoL) df = § AL (n grad 8¢) di = §ag 2% a,

0 .
ove - & la derivata lungo la normale esterna al contorno.

Con la stessa trasformazione il secondo integrale pud scriversi

S vervazdf= | v (stvar) af— Sac,Azc df =

= § 8¢ (av) ALl — 5 scA% df = § 6;%‘3—%1—“’S LA df

n

In definitiva si ha
1 e Al a6
85 S (AD)? df = S SLA% df — § o -‘l;-nidz+ §> ALZE d1, (12,1)

La variazione sul secondo integrale & piG laboriosa e conviene
operare con le componenti piuttosto che in forma vettoriale. Si ha

5 S {(ﬂ_)z_ﬂﬂ df =

- oz Ay dx% gy
_S £ 9 - .0%08f _ 9%C 9?0 _ 928, 8% df
- " 0x dy 0z dy or: a9yt az2  ayt ¢

L’espressione sotto il segno di integrale pud scriversi

"9 (aag i _aa;gzi)+a (aag a2 __aa;_ag)’

Bz \"ay oz oy oz, oy? "3y \ "oz oz ay oy 0x3

1) La formula di trasformazione degli integrali bidimensionali & sotto ogni
aspetto ’analoga di quella tridimensionale. Il ruolo dell’elemento di volume
dV spetta all’elemento di superficie df (considerato come scalare) e 1’elemento di
superficie df & sostituito dall’elemento di lunghezza dI moltiplicato per la nor-
male esterna‘al contorno. Si passa dall’integrale su df all’integrale su dl sosti-

tuendo df ;x— con n; dl. Cosi se ¢ & uno scalare si ha
i

(fv:pvdfé‘@ pndl.
o
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ciod come la divergenza bidimensionale di un vettore. Si pud cosi
riscrivere la variazione come un integrale sul contorno

6@5 {{ afgy )2-3273 Z;%}df=§dzsenex

adt 4% a8, a92L adL o 66§ 0%¢
X\ o= 0z6y— oy az”}+§dlcose{6y drdy oz o0y°
(12,2)
avendo indicato con 0 l’angolo tra l'asse z e la normale n al con-
torno (fig. 3).

Fig. 3

Esprimiamo le derivate di (SC, rispetto a z e y in funzione delle
derivate nella direzione normale n e nella dn‘ezmne tangente 1 al
contorno, secondo le formule

i) a
55 =cosb seneﬁ-,
a 9
‘L—é.;_-senea +cosem—

Gli integrali nella (12,2) assumono la forma
S { }df @dl 29, {QSenﬂcosﬁ

: C a6
-senzeﬁie——cosze }—{—-&le ;

i R 2 2 gy_9%C
><{sen(-)cos(9(ay£a )—i—(cos 0 —sen B)W .
11 secondo integrale puo essere calcolato per parti. Poiché & preso
su un contorno chiuso, i limiti di integrazione coincidono e si ha

%

_é}dlég—%—{senecose(v "C)+(cosze sen? 0) —=— azC

dy
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Raccogliendo le espressioni ottenute e moltiplicandole per i
coefficienti che appaiono nella (11,6), otteniamo infine per la varia-
zione dell’energia libera

aFtot=‘12£}+cz){ S Azgﬁgdf——é 8t dl [%.

+(1—-0)—§l— (sen(-)cose (%—-gi—%) + (cos* 8 —sen?6) azsgy )]+
+§%5n_§dl [AC—I—(i-—G) ( 2 sen 0 cos O a%za%-—
._senz(-)—‘;:c—%-cosz(i —Z;-Ee)]} (12,3)

Per dedurre l'equazione dell’equilibrio della lamina occorre
annullare la somma di 6F e 86U, variazione dell’energia potenziale
della lamina dovuta all’azione delle forze esterne che agiscono sulla
lamina. Quest’'ultima variazione & uguale (a parte il segno) al lavoro
fatto dalle forze esterne che spostano la lamina. Sia P la forza esterna
che agisce sulla lamina, rapportata all’unita d’area®) e diretta lungo
la normale alla superficie; il lavoro compiuto in uno spostamento &

5 P8 df.

La condizione (necessaria) per il minimo dell’energia libera
A g

totale &
8Fyq1— S P8t df=0. (12,4)

A primo membro figurano sia integrali di superficie che di linea.
L’integrale di superficie &

§ {2t —P } otar.

La variazione 8 & arbitraria, quindi l'integrale si annulla se si
annulla il coefficiente di 6, cioé
Ehn3® 2 _
mA C—"P—-OQ (12,5,)'
Abbiamo cosi finalmente scritto 'equazione dell’equilibrio di
una lamina deformata sotto l'azione di forze esterne?).

1) La forza P pud essere qui risultato dell’azione delle forze volumetriche
(ad esempio, della forza di gravitd) e uguale all’integrale dell’ultima lamina,.
in base allo spessore.

2) 11 coefficiente
_ Ew
12—
& detto rigidita della lamina flessa,

D
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Le condizioni ai limiti si ottengono annullando gli integrali di
linea nella (12,3). Debbono essere esaminati diversi casi particolari.
Supponiamo che una parte del bordo della lamina sia libera, ciod
non sollecitata da forze esterne. Allora le variazioni 8f e 8 g—ﬁ su
guesta parte sono arbitrarie e quindi i coefficienti di questa varia-
zione debbono annullarsi. Ne discendono

8 AL a N a8 6?
—— +(1—0)7{00595en6(672——ay—§)+

-+ (sen?0 —cos?6)

2L\ _
o) =0 (12.6)

2L 9% 9%
AL+ (1—0) {2sen 6cos9 %00 sen20 —%2—-—-00526 ’{9}7} =0,

(12,7)

equazioni che debbono essere soddisfatte sulla frontiera libera della
lamina. .

Le condizioni al contorno (12,6) e (12,7) sono molto complesse
ed il problema diventa assai pif semplice quando i bordi della lamina
sono incastrati o poggiati. Nel primo caso (fig. 4, a) i bordi non pos-

”’%

Fig. 4

sono spostarsi verticalmente e anche la loro direzione non pud
variare. Poiché I’angolo di cui ruota una data parte del bordo della

«

{amina, rispetto alla sua posizione iniziale, e (per ¢ piccoli) dato

da % , ne consegue che le variazioni di 6T e 6-3—5 sono nulle sui bordi
incastrati della lamina e quindi gli integrali di contorno nella (12,3)
si annullano ivi identicamente. Le condizioni al contorno assumono
1la forma semplice } ‘
- E : I a .
C=09 ?n—=0' : : (12,8)
La prima esprime appunto la cohdizione che il bordo della lamina
non subisca spostamenti verticali' nella deformazione, la seconda
che la direzione del bordo resti orizzontale. o '
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E facile determinare le forze di reazione con cui i punti d’appoggio
agiscono sulla lamina. Queste sono uguali ed opposte alle forze con
cui la lamina agisce sull’appoggio. Ora, & noto dalla meccanica che
la forza che agisce in una certa direzione & data dalla derivata del-
Venergia rispetto alla coordinata corrispondente. In particolare,
la forza con cui la lamina agisce sull’appoggio & definita dalla deri-
vata dell’energia rispetto allo spostamento { del bordo della lamina,
presa col segno meno, e quindi la forza opposta di reazione & uguale
a detta derivata, presa col segno pifi. Ma questa derivata altro non
é se non il coefficiente di 8¢ nel secondo integrale della (12,3). Quindi
la forza di reazione, per unitd di lunghezza del contorno, & uguale
all’espressione che figura a primo membro della (12,6) (che ovvia-

5 . s s Eh3
mente ora & diversa da zero) moltiplicata per TA—c3 - Ana-
logamente, il momento delle forze di reazione & definito dall’espres-
sione a primo membro nella (12,7), moltiplicata per lo stesso fattore.
Cio discende dal fatto, ben noto in meccanica, che il momento di
una forza si ottiene derivando 1’energia rispetto all’angolo di rota-

zione del corpo. L’angolo di rotazione del bordo della lamina &
uguale a Z—i ,» quindi il momento delle forze corrispondente & dato

dal coefficiente di 63—5 nel terzo integrale della (12,3). In virtd
delle (12,8) queste due espressioni (della forza e del momento) si

semplificano considerevolmente. Poiché £ e Z—i sono nulle, identica-

mente sul contorno della lamina, si annullano identicamente anche
le loro derivate (di ogni ordine) lungo la direzione 1. Tenendo in con-
to questo risultato, e passando nelle (12,6), (12,7) dalle derivate ri-

spetto a z e y alle derivate rispetto a n e l, si ottiene per la forza F
ed il momento M della reazione

_ 'Eh o, db o% :
F=—1 (T—0%; L on® +Eﬁ on? ]- (12,9)
.4 ,.
M = 15 —om; gur *| xi(12,10)

" 'Un altro caso importante & quello della lamina poggiata (fig. 4, b),
i cui bordi sono semplicemente posati su un supporto immobile
senza esservi fissati. In questo caso lo spostamento verticale & nullo,
come nel caso precedente, sul contorno della lamina (ciod sulla curva
in cui avviene il contatto con 1’appoggio), ma la direzione pud
variare. Ne consegue nell’integrale di linea (12,3)

8t =0,

ma "

: 80,
0

5—=0630
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e sussiste soltanto la seconda delle condizioni (12,8), (12,7). Quante

al primo membro della (12,6), questo fornisce come prima la forza

di reazione nei punti di appoggio della lamina (per quanto concerne

il momento, in questo caso & nullo). La condizione al contorno (12,7)

si semplifica se si passa alle derivate direzionali lungo 1 ed n e se

si osserva che { = O sul corzléuorno della lamina implica che ivi si
L &

annullano le derivate 5 ® 5 Infine le condizioni al contorno si
esprimono nel seguente modo:
_ 8% a0 o
;—O, W-I-G -El——a;——o. ('12,1'1)

PROBLEMI

1. Determinare la deformazione di una lamina circolare (di raggio R) con
i bordi incastrati, disposta orizzontalmente nel campo di gravita.

Soluzione. Prendiamo coordinate polari, con polo nel centro della lamina.
La forza agente sull’unita di superficie 8 P = phg. L’equazione (12,5) diviene

3pg (1—0?)
27 __ ——

A% =64p, b=""16wE

(le ¢ positive corrispondono a spostamenti lungo la forza di gravitd), Poiché {
dipende solo da r, per A in coordinate polari si ha A =% —%—( erd;) .
L’integrale generale di tale equazione &

{=Brt+art+btcrlnf-+dln 4.

Nel nostro caso si deve porre d=0, perché In _ré_ diverge per r = 0; nello stesso

modo ¢ = 0, perché porta ad una singolaritd per Af in r = 0 (questa situazione
viene a corrispondere ad una forza applicata nel centro della lamina, vedi pro-
blema 3). Le costanti a e b sono determinate dalle condizioni ai limiti { = 0

e %= 0 per r = R. Si ha infine
g == B (R — 1o
2. Stesso problema per la lamina poggiata.

Soluzione. Le condizioni ai limiti (12,11) diventano nel caso di una lamina
circolare

oL, o &,

=0 =t

Procedendo come nel problema 4, si ha
5+0 L)
= 2__,2) (2% p2_ 2
{=p(R r)(1 0R r).

3. Determinare la deformazione di una lamina circolare, incastrata ‘ai
bordi, con applicata al centro una forza f.



EQUILIBRIO DI SBARRE E LAMINE 61
Soluzione. Esclusa 'origine, si ha nel resto della lamina A2f =0 che inte<
grata da : C s '
t=art+bter? lnv—;l;-
(anche qui d = 0). La forza totale agente sulla lamina 3 data dalla forza f,

applicata nel centro; allora I'integrale di A%g sulla superficie della lamina deve
dare

R
12 (1 —o0?
% f rA%t dr=—(k—3E—) f.

'y

(=1

Ne segue:
_8(—o0%f
=T onwE -

Le costanti a e b sono fissate dalle condizioni al contorno. In definitiva si ha

3f(1—o? 1 R

4. La stessa cosa, ma con lamina poggiata.
Soluzione.

C_3)‘(1——62) 340
T TWaE |Lito

5. Determinare la deformazione di una lamina circolare sospesa nel centro,
nel campo di gravita. :

Soluzione. L'equazione di { e la soluzione generale sono quelle del proble-
ma 1. Poiché £ = 0, allora ¢ = 0. Le costanti ¢ e & si deducono dalle condizioni
al contorno (12,6) e (12,7), che nel caso di simmetria sferica si scrivono

(R2—r?)—2r21n —f—] .

dAL _ d (d% 1 dpy & o dt
T (mrr )= e

Si ha infine

: R. 340
—=Br2 ] ,2 21p 2
L=pr [r +8R?1n — 2R 1+6]'

6. Uno strato sottile (di spessore h) viene staccato da un corpo sotto 1’azio-
ne di forze esterne che si esercitano in opposizione alle forze di tensione super-
ficiale sulla superficie di distacco. L’equilibrio si stabilisce, per forze esterne
date, in corrispondenza ad un certo valore della superficie di distaceo ¢ ad una
certa forma della lamina distaccata (fig. 5). Dedurre la formula che lega la
grandezza della tensione superficiale alla forma della lamina distaccatal).

Soluzione. Consideriamo lo strato distaccato come una lamina avente un
bordo (la linea di distacco) incastrato. Il momento di flessione che agisce su
tale bordo & assegnato dalla (12,10). I] lavoro che questo momento compie quando
il dominio di distacco si allunga di 6z & :

¢

ox2

w2 s,
ox

1) Questo problema & stato considerato da I.V. Obreimov (1930) in connes-
sione col suo metodo di misurazione del coefficiente di tensione superficiale
della mica; le misure da lui eseguite con questo metodo furono le prime
misure dirette della tensione superficiale dei corpi solidi.

5
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(per quanto riguarda la forza di flessione F & un infinitesimo del secondo ordi-
ne). La condizione di equilibrio & data dall’uguaglianza di tale lavoro con la

Py

variazione di energia superficiale, 2o 8z ove o & la tensione superficiale ed il

2

-

Fig. 5

fattore 2 tiene conto dell’apparizione di due superfici libere a seguito del distac-
co. Si ha cosi

En® ( 2L )2

= —0% \ %

§ 13. Deformazione longitudinale delle lamine

£ questo un tipo particolare di deformazione delle lamine sot-
tili che si realizza nello stesso piano della lamina, senza che vi sia
flessione. Ricaviamo le equazioni dell’equilibrio che descrivono tali
deformazioni.

Se la lamina & sufficientemente sottile potra essere considerata
omogenea in tutto lo spessore. Allora il temsore di deformazione
dipende solo da z e y (z, y piano della lamina) e non da z. Le defor-
mazioni longitudinali di una lamina sono abitualmente dovute a
forze applicate ai bordi, ovvero anche a forze di volume che agiscono
pel piano della lamina. Le condizioni al contorno sulle due facce
della lamina si scrivono allora nella forma o;zn; = 0, ovvero, essen-
do la normale diretta lungo z, ¢;; = 0, cioé

Oy = Oy = 057 = 0.

Osserviamo che nell’ambito della trattazione approssimata che ci
apprestiamo a svolgere, queste condizioni restano valide anche quan-
do le forze di trazione esterne sono applicate direttamente alla
superficie della lamina, poiché queste forze saranno comungue pic:
cole rispetto agli sforzi interni longitudinali che si sviluppano nella
lamina (0xx, Oyy» Oay). Essendo nulle sulla frontiera, le quantitd
Oxzy Oyzy Oz SODO piccole su tutto lo strato della lamina, di piccolo
spessore, pertanto le potremo considerare nulle su tutto il volume.
Ponendo uguali a zero le espressioni (11,2), si ha

c
i—0

U=

(uxx+uyg)v" Uy = Uy =0, (13,1)
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Facendo uso nelle formule generali (5,13) di quanto scritto sopra,
si ottengono per le componenti non nulle del tensore degli sforzi
le seguenti espressioni:

Opx = 1—a2 (uxx -+ Guyy)y

ny ='1____6§' (uyy + qux) H (13’2)
E .
ny = m uxy.

Osserviamo che con la sostituzione

E—)———E——- 0—

T—ot (13,3)
si riportano queste espressioni alle formule che forniscono il legame
tra gli sforzi 0.y, Oyy, 04y € le deformazioni u,,, uyy, U,,, nelle defor-
mazioni piane (formule (5,43) con u,, = 0). '

Avendo eliminato lo spostamento u,, si pud considerare la lamina
come un mezzo bidimensionale (« piano elastico ») senza spessore
e trattare il vettore deformazione u come un vettore bidimensionale
con componenti ¥, e u,. Se P, e P, sono le componenti della forza
di volume esterna per unitd di superficie della lamina, le equazioni
generali dell’equilibrio si scrivono '

h ( 00y 00xy

90yx  oyy
= T oy )+P°°=0’ h( % T oy )+P”=O'

—0

Facendo uso delle (13,2), si ha

1 9% 1 o%u 1 %uy ; ‘
Eh[i—a2 a::’x + 2(140) 0y2x+ 2(1—o0) azay]-l—Px:ﬁ’
: 1 4% 1 o%u q % ' (13,4)
14 /] x . o
Eh[i—@ ay? + 2(1+o0) az2 + 2(1—o) axay]+PU—O’
Usando il formalismo vettoriale, possiamo riscrivere
. 1— 1—o2
grad divu——; ? rotrotu= —P ﬁo—, (13,5)

Ovviamente si intende che tutte le operazioni debbono eseguirsi nello
spazio bidimensionale. Se sono assenti forze di volume, 1’equazione
dell’equilibrio diviene

grad divu— 1'2'0 rot rotu=0. (13,6)

Questa equazione differisce solo per il coefficiente (secondo le (13,3))
dall’equazione dell’equilibrio per una deformazione piana di un
corpo indefinitamente esteso lungo z (§ 7)!). Come per la deformazione

1) 8i denomina come stato di sforzo piano una deformazione omogenea lungo
V'asse z, soddisfacente alle 0, = 0, = 0, = 0, in tutto il corpo, per distin-
guerla da una deformazione piana per cui, in tutto il corpo, si ha uzy = uyy =
=u,=0 ‘ B
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piana, introduciamo anche qui la « funzione degli sforzi », definita
per il tramite di

a2y, % oy,
O'xx':Ty?7 xy — —Ws Uyy=_a'z_g- (1377)
Restano allora soddisfatte le equazioni di equilibrio riscritte nella
forma
IOy 00y 00y aoyy
oz + dy =0, ox ay =0.

La funzione degli sforzi soddisfa. ancora 1'equazione biarmonica
perché per Ay si ha

AX': Orxt Oyy= 11— (Uax+Uyy) = 1—o divu,

che differisce solo per un fattore da quella della deformazione piana.

Osserviamo che la distribuzione degli sforzi in una lamina defor-
mata da forze date applicate ai bordi non dipende dalle costanti
elastiche della sostanza costituente la lamina. Infatti queste co-
stanti non figurano nell’equazione biarmonica soddisfatta dalla
funzione degli sforzi, né nelle (13,7), che definiscono o;; tramite
questa funzione (di conseguenza, non figurano nemmeno nelle con-
dizioni al contorno, sui bordi della lamina}.

PROBLEMI

1. Determinare la deformazione di un disco piano che ruota uniformemente
attorno all’asse normale passante per il centro.

. Soluzione. La soluzione differisce solo per i coefficienti da quella della de-
formazione piana del cilindro ruotante del problema 5 del § 7. Lo spostamento
radiale u, = u (r) & dato da .

e(i—0Y) (340 .,
U= SE r (1+GR r ).

Operando la sostituzione (13,3), questa espressionie & ricondotta a quella otte-
nuta nel problema 5, § 7.

2. Determinare la deformazione di una lamina seminfinita, con bordo
rettilineo, sotto 1’azione di una forza concentrata applicata in un punto del
bordo e agente nel piano della lamina.

Soluzione. Introduciamo coordinate polari: I’angolo ¢ & contato a partire dal-

la direzione in cui si esplica la forza e varia tra— 5 +ale 57— o, o essendo

I’angolo tra la direzione della forza e la normale al bordo della lamina (fig. 6).
In tutti i punti della frontiera libera, salvo il punto di applicazione della forza
esterna (origine delle coordinate), si deve avere Gy, = Grp = 0. Utilizzando
le espressioni di o, e 0y, dedotte nel problema 11, § 7, si trova che a tal fine
occorre che la funzione degli sforzi soddisfi le )

o ey - _m
W-—cost, T%_cost per Q=+ 5 —0.
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Queste due condizioni sono soddisfatte per % = rf (¢). Con una tale funzione
I’equazione biarmonica

1 9 i 2
7 (75 ) Faga) x=0

da per f () soluzioni del tipo sen ¢, cos o, cpv sen @, ¢ cos ¢. Le prime due sono

da respingere perché danno sforzi identicamente nulli. La soluzione che fornisce

il giusto valore della forza applicata nell’origine delle coordinate &

= Fr sen
=570 P,

1
G — 2F cos ¢ )

= T r L
(F ¢ la forza per unitd di spessore della lamina). In effetti, proiettando le forze
degli sforzi interni sulle direzioni parallele e perpendicolari ad F e integrando
su una piccola semicirconferenza incentrata nell’origine (dopodiché si mandera
il raggio a zero), si ottiene

Orp=0gp=0

5 OrpCOSQrdp=—F,

S Orr8en @r dp=0,

che sono proprio i valori compensati dalla forza esterna applicata nell’origine.
Le formule (1) determinano la distribuzione degli sforzi. Questa & pura-
mente radiale: una forza di compressione radiale agisce su ogni elemento norma-
le al raggio. Le curve di livello degli sforzi sono circonferenze r — d cos [0}
passanti per 1’origine e con centro sul supporto di F (fig. 6).
Componenti del tensore di deformazione

Gpp o b
Upp= E u(pcp=—TO'TN _Urqa—ffo-

S8i pud di qui ricavare per integrazione, ricorrendo alle (1,8), il vettore sposta-
mento . : , T

_ _2F I _U=9F
U= TgE sl o= —oseng,

20F 2F r o, (1—0)
w5 Sen cp—l-ﬁ lnT sen ¢ +T‘

F,
Up= 7 {sen 9 — @ cos @),
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Le costanti di] integrazione sono state scelte in modo da escludere sposta-

menti d’insieme della lamina (rotazione o traslazione); a tal fine si suppone

f’issp un punto, scelto convenzionalmente sul supporto di F, alla distanza a dal-
origine. ,

T.a soluzione dedotta permette di costruire la soluzione nel caso di una
distribuzione arbitraria di forze, sul bordo della lamina (§ 8), ma ovviamente
non & valida nell’intorno dell’origine.

3. Determinare la deformazione di una lamina cuneiforme (di apertura 2a),
infinitamente estesa, sotto 1'azione di una forza applicata nel suo vertice.

Soluzione. La distribuzione degli sforzi & assegnata dalle formule che abbia-
mo dedotto nel problema precedente, a meno di un fattore. Pid precisamente

Fig. 7 Fig. 8

distinguiamo due casi: il primo si ha per una forza che agisce lungo la linea di
simmetria del cono (forza F, nella fig. 7). Allora

- Fycos@
Orr=""rla+ Yz sen 2a) '

Nel secondo caso, per una forza agente in direzione perpendicolare (forza F,
nella fig. 7), si ha ‘

Orp=0Ogp==0.

Fy cos @
r(o — i/gsen 2c) *

Opp="—

In entrambi i casi ’angolo @ & contato a partire dalla linea di supporto della
forza.
4. Determinare la deformazione di un disco circolare (di raggio R) com-
presso da due forze Fh di uguale intensita e diametraimente opposte (fig. 8).
Soluzione. La soluzione ¢ data dalla sovrapposizione di tre distribuzioni
degli sforzi interni. I primi due sono

2F cos @

A e o Y 1) —g) =—
O™ " w oy ! o/l =0y, =0
o — 2 oSty oW =g® =0

rorg T ry ! roz . Qa2
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ove ry e ¢, Ty € @, sono le coordinate polari di un punto arbitrario P, di poli A
e B (sono gli sforzi che proverrebbero da una forza normale F applicata in un
punto della frontiera del semipiano del problema 2). La terza distribuzione

F
(3) s
oW == o

& una trazione uniforme d'intensitd determinata. In effetti, se il punto P si
trova sulla frontiera del disco, si ha r; = 2R cos @;, r; = 2R ¢0s @, e quindi

F

A . g(2) =‘____
Gnrl Grgrz R °

Le direzioni 1, e r, in questo punto sono perpendicolari, quindi i primi_due
sistemi di sforzi provocano sul bordo una compressione uniforme; queste forze
sono esattamente compensate dalla trazione uniforme del terzo sistema, in modo
tale che il bordo del disco &, come deve essere, libero da ogni sforzo.

5. Determinare la distribuzione degli sforzi in una lamina infinita con
un foro circolare (di raggio R), sottoposta ad una trazione uniforme.

Soluzione. Nel caso di una lamina senza buchi, sottoposta ad una trazione
uniforme, si ha 0 = T, 03 = 0&01; = 0, ove T & la forza di trazione. Cor-
rispondentemente la funzione degli sforzi 3

N0 = —Tz— y? ='§— resen? o= -1— Tr2 (1—cos 29).

In presenza di un foro circolare (con centro nell’origine delle coordinate r, ©),
cercheremo la funzione degli sforzi nella forma

g= %O+ M, O =f(r)+ F (r) cos 2¢.
L’integrale indipendente da ¢ dell’equazione biarmonica ha la forma
f)=a?lnr+ b2 +clonr, '

e nell’integrale proporzionale a cos 2¢, si ha

F(ry=dr24-ert+ —,%-.

\

Le costanti sono determinate dalle condizioni off = 0 per r = oo, & G =
= 0, = 0 per r=_R. Si ha cosi

TR® [ R ‘
1 = m—— —— —
&) 3 [ lnr—|—(1 2r2)cos2q>]
con una distribuzione degli sforzi

onm (125) [+ (1=

re

3R?
2 ) cos 2cp] ,

r "R® 3R*
Otpq)-——-?[’l—'—?—('l-!- o )GOSZCP],

Ty, 2R* 3R
sro= =g [1+ 55—

] sen 2¢.

In particolare sulla frontiera del foro oyq = ‘Tn'(i — 2¢o8 2ip),'e per ¢ =

T . ‘s
= + = & ha 0,, = 37, che mostra come questo sforzo sia tre volte piG grande
P o0 q

di quello che si esercita all’infinito (cfr. problema 12 del §.7).
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§ 14. Flessione forte di una lamina

La teoria della flessione delle lamine sottili, esposta nei §§ 11,
12 e 13, si applica soltanto a flessioni abbastanza deboli. Antici-
pando, indichiamo che la condizione di applicabilitd di questa teoria
¢ che lo spostamento { sia piccolo confrontato con lo spessore h
della lamina. Ci proponiamo ora di dedurre le equazioni dell’equi-
librio di una lamina fortemente curvata. Lo spostamento ciodé non
viene pit considerato piccolo rispetto ad k. Peraltro, sottolineiamo
che la deformazione deve essere ancora piccola nel senso che il rela-
tivo tensore deve essere piccolo. Questo in pratica si traduce nella
condizione § < I, cioé lo spostamento di flessione deve essere pic-
colo rispetto alla dimensione I della lamina.

La flessione della lamina & di solito accompagnata da varia-
zioni di lunghezza'). Se la flessione & debole questo allungamento
puod essere trascurato, non altrettanto si pud fare nel caso di fles-
sione forte; cosi & evidente che in tali circostanze non esiste alcuna
« superficie neutra ». L’allungamento di flessione & una peculiaritd
delle lamine che si distinguono in questo dalle sbarre sottili, che
possono essere curvate fortemente senza variazione di lunghezza.
Questa proprieta delle lamine & di natura puramente geometrica.
Consideriamo ad esempio una lamina piana circolare deformata in
calotta sferica. Se la deformazione non modifica la lunghezza della
circonferenza, deve allungarsi il diametro; se resta invariato il
diametro, la circonferenza si contrae.

L’energia (11,6) calcolata nel § 11, che converremo chiamare
energia di flessione pura, rappresenta quella parte di energia dovuta
alla non uniformita della trazione e della compressione nello spes-
sore della lamina, in assenza di variazione della lunghezza. L’energia
totale risulta dalla somma di questa energia e di quella che deriva
dall’allungamento, che sard denominata energia di allungamento.

Le deformazioni di flessione pura e di trazione pura sono state
considerate nei §§ 11, 12, 13, e potremo quindi utilizzare diretta-
mente quei risultati. Inoltre non abbiamo bisogno di esaminare la
struttura della lamina relativamente al suo spessore, pertanto 1’assi-
mileremo ad una superficie bidimensionale senza spessore.

Determiniamo preliminarmente il tensore di deformazione ricer-
cando la trazione della lamina (considerata come una superficie)
sottoposta simultaneamente ad una flessione e ad una trazione nel
suo piano. Sia u il vettore spostamento bidimensionale (di compo-
nenti u, e u,) corrispondente ad una trazione pura; { continua a desi-
gnare lo spostamento trasversale di flessione. Allora 1'elemento di
lunghezza della lamina non deformata di* = dz® 4 dy? diviene
a_ seguito della deformazione

dI’* = (dz + du.® + (dy + du,P + 4.

1) Fa eccezione ad esempio la deformazione cilindrica di una lamina piana.
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Scrivendo du, = Ois gy 1 Oz gy o analogamente per du, e dg,
ox dy y p ¥

si ottiene, trascurando termini di ordine superiore,
‘ al'? = dp? —I— 2ua B dxa dxﬁ,
dove abbiamo definito
1 (0uq , Oug 1 o &

uaﬂ_f( 9zp | Ozg ) +3 oz Ozg * (14,1)
(Gli indici greci qui e pit avanti assumono i valori z e y; persiste
la convenzione sulla somma di indici ripetuti.) I termini quadratici
nelle derivate di u, sono stati omessi, ma ovviamente non ha senso

fare altrettanto per quelli in £, visto che sono assenti i corrispondenti
termini lineari.

I1 tensore degli sforzi o,s connesso alla trazione della lamina &
definito dalle formule (13,2), dove u,p & sostituito dal tensore totale
di deformazione (14,1). L’energia di flessione pura & data dalla (11,6),
che riscriviamo nella forma

5 ¥, (§)dz dy,

ove W, ({) designa l'integrando che figura nella (11,6). Per quel
che riguarda l'energia di trazione, riferita all’unitd di volume della
lamina, essa, in base alle formule generali, & data da u—"‘ﬁzgi"-"’. L’ener-

gia per unitd di superficie si ottiene moltiplicando per k, talché
Penergia totale di trazione pud porsi nella forma

§ ¥ (uas) af

con

¥, =p 28 (14,2)

In questo modo l'energia libera totale di una lamina fortemente
curvata @& ' :

Prov= [ [¥1(0)+ Ya (ua)] 41 (14,3)

Prima di affrontare il problema della deduzione delle equazioni

dell’equilibrio, valutiamo i due contributi all’energia totale. Le

derivate prime di { sono dell’ordine di —%—, ove I & la dimensione

della lamina, le derivate seconde dell’ordine % Allora, la (11,6)

mostra che ¥, ~ ER T;; .- D’altra parte 1'ordine di grandezza del
. 72 : L 1 '
tensore u,p & -t’l—z, quindi ‘If2~Eh% Confrontando queste due
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espressioni si vede che & legittimo trascurare ¥, solo se £* < AP

La condizione di minimo per 1’energia & 8F + 86U =0, ove U
¢ I'energia potenziale dovuta al campo delle forze esterne. Supporre-
mo ammissibile trascurare 1'effetto delle forze di trazione esterne,
ove esistano, rispetto alle forze di flessione. (Questo & lecito se le
forze di trazione non sono troppo importanti, perché una lamina
sottile si presta pid alla flessione che alla trazione.) Si ottiene allora
per 8U la stessa espressione del § 12:}

8U = — | potaj,

dove P & la forza esterna per unitd di superficie della lamina. La
variazione dell’integrale S ¥, df & stata calcolata al § 12:

hE
8 §iwidf ==y | AL 8L,

Non riportiamo qui gli integrali di contorno che figurano nella (12,3)
poiché questi danno condizioni ai limiti, che in questa circostanza
pon interessano e non figurano direttamente nelle equazioni del-
I’equilibrio.

Caleoliamo infine la variazione di S ¥, df. Si deve variare sia u
che {. Si ha ‘

v
8 S ¥, df = S o Suuag df

Le derivate dell’energia libera (per unitd di volume), rispette
a Ugp, sono uguali a ogg, pertanto —;—;rz = ha,g. Sostituendo uqg
con la sua espressione (14,1), segue:

y S ¥, df — hS Oup Silgp df =

_h abuy | O0up oz 96L , 8L L \rgp |
2 S 0“‘3{ 52y T Gig + Gay 92 T Oa FEE}-df

o, tenendo conto della simmetria di ogg,

aS Y,df=h Scag{ "’ai‘;a +";T‘5§-%}df.

Integrando per parti, si ha
' 000,p F o
8 S ¥, df = ~h S [-—axﬂ Sua+ o (oaﬁm) 8 ] df.

Anche qui non scriviamo gli integrali di linea sul contorno della
lamina,
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Raggruppando i termini, si ottiene
8F o1+ 6U =

S {[12(1 gy A% —h azB (Uaﬁ a{; )—P] 8¢ —h

Questa relazione deve essere verificata identicamente quindi, annul-
lando separatamente i cnefﬁcienti di 8C e du,, si ha

adaﬁ
=~ 6ua} df =0.

at ’
12(1 02) AL —h oo ozg (U“B azﬂ) =P, (14,4)
0048
7 =0 (14,5)

Nel sistema appaiono tre funzioni incognite, cio® u,, u, e L.
La soluzione definisce simultaneamente la forma della lamina
deformata (§ (z, y)) e la trazione. Le equazioni (14,4) e (14,5) si
semplificano se si ricorre alla funzione ¥ legata a o, dalle (13,7).
La (14,4) si riscrive allora

WE 2 oy 9% , o 9% M 0%\
12 (1—0?) A% — h( 9y 0z | 9zt oyt —2 oz dy azay)'—P‘ (14,6)
Le equazioni (14,5) sono automaticamente soddisfatte dalle (13,7).
Bisogna stabilire ancora un’equazione che si ottiene eliminando u,
dalle relazioni (13,7) e (13,2).

" Si procede cosi: esprimiamo u,g per il tramite di o,p. Si ha

: 1 140
Usx =F (Oxx—00yy)y Uy = E (Oyy —O00xs)s Uny= ""_IE—_‘ Oxye

Sostituendo a daﬁ 1a loro espressione (14,1) e a O,p le loro espres-
sioni (13,7) segue:

0ux g 2___1_(62)(_ oy,
+ (—6;) TE \ay? Uaﬁ)
0uy 1 005 \2_ 1 (ao% a2y
oy +_2-(T9.17) —-E—( oz C ayz)
dux 9wy 9z 9L 2(1+40) o
wt o taw T T -
Applicando 25 alla pri Ii & all da, -2
pplicando =5 alla prima uguaglianza, = alla seconda, ——
alla terza, sommando le prime due e-sottraendo l'ultima si ottiene
2% 9% L \2
2 S (U T L
Ax+E{6zz ay* (6x6y) }_0 (14,7)

Le equazioni (14,6) e (14,7) costituiscono il sistema completo delle
equazioni delle lamine sottili in flessione forte (4. Foppl, 1907).
Sono equazioni assai complesse e non si pud fornire, anche nei casi
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pit semplici, la soluzione esatta. Si osservi che sono equazioni non
lineari.

Consideriamo il caso particolare della deformazione delle mem-
brane. Si denomina membrana una lamina sottile tesa fortemente da
forze applicate al bordo. Si possono trascurare le tensioni longitu-
dinali supplementari dovute alla flessione della lamina e conse-
guentemente considerare che le componenti di o, siano semplice-
mente uguali agli sforzi di trazione esterni costanti. Nella (14,4)
si pud trascurare il primo termine rispetto al secondo e si ottiene
I'equazione d’equilibrio

9%

b gy +P =0 | (14,8)
con condizione ai limiti { = 0, sul contorno definito dal bordo
della membrana. Si tratta ora di un’equazione lineare. Un caso
particolarmente semplice & quello in cui la trazione & isotropa, cio&
non dipende dalla direzione. Sia T il valore assoluto della forza di
trazione applicata al bordo della lamina, per unitd di lunghezza dek
bordo. Allora ho,p = T8q,5, © l'equazione dell’equilibrio &

T AL 4 P'=0. (14,9)

PROBLEMI

1. Determinare lo spostamento di flessione di una lamina in funzione

della forza; la flessione & supposta cosi forte che > A.
Soluzione. Valutando i termini nell’equazione (14,7), si vede che y ~ E[2.
Quando {> h, il primo termine nella (14,6) & piccolo rispetto al secondo, d’or-
. . htx  Eng
dine di grandezza T
- frontando con la forza esterna si ha

(1P \Ys
Z;N(Eh) :

Allora { va come la radice cubica della forza.

2. Determinare la deformazione¥di una membrana circolare, di raggio R,
disposta orizzontalmente nel campo di gravita.

Soluzione. Si ha P=p gh; in coordinate polari la (14,9) diventa

(I rappresenta le dimensioni della lamina). Con-

14 (r ig-) —_ Pk . La soluzione che si mantiene finita per r=0
r dr or T

e che soddisfa la condizione {=0 per r=R, &

. P8h pe s
C_‘ 4T (R r)'

§ 15. Deformazioni degli inviluppi

Nel parlare della deformazione di lamine sottili, ¢i siamo fin
qui riferiti al caso in cui, nello stato non deformato, queste lamine
sono piane. Le deformazioni di lamine, che nello stato naturale sono
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curve (sono dette inviluppi), presentano delle specificita che le dif-
ferenziano dalle deformazioni delle lamine piane.

La trazione che accompagna la flessione di una lamina piana
¢ un effetto del secondo ordine relativamente allo spostamento di
flessione, il che viene espresso, per esempio, dal fatto che il tensore
di deformazione (14,1) che definisce una tale trazione contiene solo
termini quadratici in {. La situazione & tutt’altra nel caso di defor-
mazioni di inviluppi: la trazione qui & un effetto del primo ordine
e di conseguenza ha un ruolo maggiore, anche nel caso di flessione
debole. Questa proprietd & evidente se si considera il caso pid sem-
plice della trazione uniforme di un inviluppo sferico. Se tutti i punti

subiscono un uguale spostamento radiale €, la lunghezza dell’equa-

tore aumenta di 2n{. L’allungamento relativo & dato da 276 — &

2nR R .

quindi il tensore di deformazione & proporzionale alla prima potenza
di £. Questo effetto scompare per R — oo, cioé quando la curvatura
tende a zero, quindi resta confermato che si ha a che fare con una
proprieta specifica, connessa alla curvatura dell’inviluppo.

Sia R 1’ordine di grandezza del raggio di curvatura dell’inviluppo,
che coincide abitualmente con I’ordine di grandezza delle sue dimen-
sioni. Allora il tensore di deformazione di trazione che accompagna

la flessione & dell’ordine di grandezza di %, il corrispondente tensore
degli sforzi & ~E-§-; dalla (14,2) segue che 1’energia di deformazione
(per unitd di superficie) & dell’ordine di EJ (£)" Leenergia ai
flessione pura &, come prima, dell’ordine di Ek3 1—% .
tra questi due ordini & ( —IZ—) 2, cioé grande. Sottolineiamo anche che

questo rapporto viene ad essere indipendente dal legame tra la gran-
dezza della flessione C e lo spessore 2, mentre si ricorda che nel caso
delle lamine piane in flessione la trazione aveva un ruolo solo per
L~ h.

In alcuni casi si presenta un tipo particolare di flessione di invi-
luppi, non accompagnata da trazione. Questo si verifica nel caso
di una superficie cilindrica (aperta sopra e sotto), che pud essere
deformata senza trazione, se durante la flessione tutte le generatrici
restano parallele tra loro (I'inviluppo & in qualche modo compresso
lungo una generatrice). Deformazioni siffatte, senza trazione, sono
geometricamente possibili se Vinviluppo possiede bordi liberi (ciod
se non é chiuso), ovvero, se & chiuso, quando il segno della curvatura
varia al variare dei punti. Cosi una superficie sferica chiusa non
puo essere deformata senza trazione ma se ha un foro (a bordo libero),
queste deformazioni sono possibili. Poiché 1’energia di flessione pura
¢ piccola rispetto all’energia di trazione, & chiaro che se un dato
inviluppo & in grado di ammettere deformazioni senza trazione,

11 rapporto
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saranno proprio queste, in generale, le deformazioni che ‘effettiva-
mente avranno luogo sotto 1'azione di forze esterne. La richiesta
che si abbia una flessione senza trazione impone delle restrizioni
essenziali sui possibili spostamenti u,. Queste condizioni sono pura-
mente geometriche e possono essere espresse sotto forma di equazioni
differenziali che entrano a far parte del sistema completo delle
equazioni dell’equilibrio. Non entreremo in merito su questo argo-
mento.

Se la deformazione dell’inviluppo avviene con trazione, gli
sforzi di trazione in genere dominano rispetto agli sforzi di fles-
sione, che possono essere trascurati (la corrispondente teoria’ degli
inviluppi & detta di membrana).

L’energia di trazione dell’inviluppo pud calcolarsi a ‘partire
dall’integrale

Fuov=" | uapoes df (15,9)

esteso alla superficie. Qui ugp (@, P =1, 2) & il tensore di defor-
mazione bidimensionale, espresso in un opportuno sistema di coor-
dinate curvilinee; il tensore degli sforzi o, & connesso a U,p dalle
(13,2), che possono essere scritte con notazione tensoriale bidimen-
sionale

Oup = T_EGT [(1 —0) uas+ 0Bapitys]- (15,2)

11 caso in cui l’inviluppo & sottoposto a forze concentrate tra-
sversali esige un’analisi particolare. Forze simili possono evidente-
mente essere le forze di reazione con cui gli appoggi agiscono sull’in-
viluppo nei punti (o lungo le linee) di contatto. Le forze concentrate,
deformano l'inviluppo in una piccola regione attorno al punto di
applicazione. Sia d 1’ordine di grandezza di questa regione (area
~d?) per la forza f applicata in un punto. Poiché la flessione { varia
sensibilmente sulla distanza d,2 U'energia di flessione (per unitd di
area) sard dell’ordine di E#® —g; ,el’energia di flessione totale (sul-

I'area ~d?) dell’ordine di Eh'“'%;.;:ll tensore di deformazione di tra-

zione sempre di ordine ~ '1%‘ ,’energia totale della trazione dovuta
i 2 ) .
alla forza concentrata ~Eh %—,;dz. L’energia di flessione cresce,

mentre V’energia di trazione decresce, quando d diviene pia piccolo,
quindi & chiaro che si dovra tener conto di entrambe queste due
energie quando si determinerd la deformazione pell’intorno del
punto di applicazione della forza concentrata. Per quanto riguarda
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I'ordine di grandezza d della regione flessa, questo si deduce dalla
condizione di minimio della somma delle due energie. Si ha

d~V'kR. (15,3)

Allora I'energia ~Eh*(?/R. Variando questa energid rispetto a [
e uguagliandola al lavoro della forza f, si ottiene per la grandezza
della freccia {: § ~ fR/Eh2.

Tuttavia, se le forze che agiscono sull’inviluppo sono sufficiente-
mente grandi, la sua forma potrd variare notevolmente per effetto
di piegamento'). In questo caso specifico, la determinazione della
deformazione in funzione dei ca-
richi applicati esige uno studio
particolare?). f

Consideriamo un inviluppo con-
vesso (i cui bordi siano mantenuti
in modo da assicurare 1'indeforma- :
bilita geometrica globale) sottopo- 7
sto ad una grande forza concentrata N
f, diretta secondo la normale inter- - /
na alla superficie. Supporremo per , /
semplicitd che 1'inviluppo sia una /
regione sferica, di raggio R. La re- .
gione deformata sard una calotta /
sferica, con configurazione all’incir- Y
ca simmetrica di quella iniziale /
(la fig. 9 rappresenta una sezione "
meridiana dell’inviluppo). Si tratta
di determinare le dimensioni della
deformazione in funzione della
forza. - )

La maggior parte dell’energia Fig. 9
elastica & localizzata in una stretta
banda, nei pressi del bordo della regione, dove la flessione dell’in--
viluppo & relativamente importante (tale regione & detta banda di
flessione, la sua larghezza & indicata con d). Valutiamo questa energia
supponendo che il raggio della calotta sferica r sia molto minore
di R; allora I’angolo o & molto minore di 1 (fig. 9). In queste con-
dizioni r = R sen oo ~ Ra e la freccia H — 2R (1 — cos @) ~ Ra?,
Denotiamo con { lo spostamento dei punti nella banda di flessione.
Esattamente come sopra, si trova che le energie di flessione lungo

1) Nella letteratura scientifica anglosassone: « buckling » (N.d.T).

%) I risultati qui esposti sono dovuti a 4. V. Pogorelov (1960). Si troverd
un’analisi pi dettagliata del problema e di questioni similari nel suo libroy
Teoria degli inviluppi per deformazioni transcritiche, 1965 (ed. russa).

6—0630
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il meridiano e di trazione lungo un parallelo?), per cm” di superficie,
hanno rispettivamente ordini di-<grandezza = .~ U

g2 g2
EW 5w o Ehge.

L’ordine di grandezza dello spostamento { si determina mnel caso
considerato geometricamente: la direzione del meridiano varia
sulla distanza d dell’angolo~a e si ha { ~ ad ~ rd/R.Moltiplicando
per 1’area della banda di flessione (~rd), si ottengono le energie

o h3r3 hd3r®
Nuovamente si deduce dalla condizione di minimo per la loro somma

by

d ~ VR, energia elastica totale & allora ~Er® (k/R)%2, ovvero?)

go/2
cost- ER? = (15,4)

In questa deduzione si & supposto d < r; allora la (15,4) & vera sed)
Rh
=<1 _ (15,9)

Si ottiene la dipendenza cercata della freccia H dalla forza.
applicata f, uguagliando quest'ultima alla derivata dell’energia
(15,4), rispetto ad H; si ha : ‘ .

2R2 .
H~di, | (15,6)

Osserviamo che tale relazione & non lineare.

Infine supponiamo che la deformazione (il piegamento) del--
I’inviluppo risulti da una pressione esterna uniforme p. Il lavoroe
delle forze & allora p AV, dove AV ~ Hr? ~ H?R & la variazione
del volume, delimitato dall’inviluppo, a seguito del piegamento.
Annullando la derivata dell’energia libera totale rispetto ad H
(della differenza dell’energia elastica (15,4) e di questo lavoro), si ha

Ko E2

1y In prima approssimazione, la curvatura dell’inviluppo non ha effetti
sulla flessione secondo il meridiano talché, come nel caso della flessione cilin-
drica di una lamina piana, non ¢’¢ allungamento secondo il meridiano.

2) Un calcolo piti preciso da per il coefficiente il valore cost =1, 2 (1 —
— o2) -3/, ;

3) A seguito del piegamento, gli strati esterni della calotta sferica diventano
interni e quelli interni esterni: i primi quindi si comprimono, i secondi si dila-
tano. La trazione (o compressione) relativa & ~k/R, cosicché ’energia totale
nella zona del piegamento &

. h\2
R 2
: | E(R)hr.
Per la condizione (45,5) essa. & effettivamente piccola rispetto all’energia nella
banda di_flessiene (15,4). -1 . - Ce 8
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I1 carattere di questa dipendenza di H da p (come 1'inverso del qua-
drato) indica che lo stato di piegamento, in questo caso, & instabile.
11 valore di H definito dalla (15,7) corrisponde ad uno stato di equi-
librio instabile per un dato valore di p: il piegamento aumenta spon-
taneamente oltre questo valore di H, diminuisce al di sotto (st
verifica facilmente che la (15,7) corrisponde ad un massimo e non
ad un minimo dell’energia totale). Esiste un valore critico del carico
esterno p = pery, oltre il quale le perturbazioni, piccole quanto
si vuole, si amplificano. Si pud valutare tale-valore critico come
quello per cui la (15,7) da H ~ h:

B2 -

Pertt ~ E 7, - (15,8)

Per quanto riguarda la teoria degli inviluppi ci limitiamo a questa
rapida rassegna e agli esempi semplici che seguono.

PROBLEMI

1. Dedurre le equazioni dell’equilibrio di un inviluppo sferico (di raggio R)
deformato simmetricamente rispetto ad un asse passante per il suo centro.

Soluzione. Identificheremo i punti dell'inviluppo per mezzo degli angoli
0 e @ di un sistema di coordinate sferiche, con centro nella sfera e come asse
polare I'asse di simmetria dell'inviluppo deformato. :

Sia P, la forza radiale esterna ripartita sull'unitd d’area della superficie
dell’inviluppo. Questa forza deve essere compensata dalla risultante radiale
delle forze degli sforzi interni che agiscono tangenzialmente sull’elemento del-
Iinviluppo. Allora si ha

4 Cootood =P 1)

Questa equazione & del tutto analoga all’equazione di Laplace che determina
la differenza di pressione in due mezzi, dovuta alla tensione superficiale she
agisce sulla superficie di separazione. .

Sia @, (8) la risultante lungo z (asse polare) di tutte le forze esterne che
agiscono sulla parte dell’inviluppo situata al di sopra del cerchio parallelo 6 =
= cost. Questa forza deve essere equilibrata dalla proiezione sull’asse z degli
sforzi, 2nR sen 0 hoge che agiscono sulla . sezione 2mRA sen dell’inviluppo
secondo il detto cerchio. Si ha

27tR h sen? B0y = Q, (0). . . (2)

Le equazioni (1) e (2) determinano la distribuzione degli sfdrzi, il tensore
di deformazione & dato quindi dalle formule :

1 1 - '
- Ugg =7~ (Co0— 0Uqq), Uge =% (Ogp—00gp), Ugy=0 -3
e il vettore spostamento dalla soluzione delle equazioni

1 (4 , 1 o
uae=? (_d%e"'i‘ur) ’ ‘u‘pqz_?ﬁf (ug cotg 04 u,). (4}

2. Determinare la deformazione di' un inviluppo semisferico, bombato
verso 1’alto, sotto 1'effetto del proprio peso; i bordi della cupola possone spo-
starsi liberamente sull’appoggio orizzontale (vedi fig. 10).

6%
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Soluzione. Si hy
: P, = —p gh cos &,

Q, = —2nR? (1. — cos 8) p gh

(Q, & il peso totale dell’invilup?o al di sopra del cerchio B = cost). Dalle (1),
(2) discende , .
.. Rog
006= =T cos0*
1
o= Rpg (——-—-H_cose — 08 6) .

Si calcolano u g e7ugg per il tramite delle (3), quindi ug e u, con le (4); la costan-

Fig. 10

te d’integrazione della prima equazione (4) & determinata dalla: cendizione
ug = 0 per 8 = =/2. Si ha infine

R? 6
ug= ng('1—{-(r) [ 13?2056 41In (1 +cos 6)] sen 6,

Up= Rngé1+0) [1-— iig cos0—cosBln (1-|—cose)],

11 valore di u, per 0 = =/2 da lo sposiamento orizzontale dell’appoggio.
3. Determinare la deformazione di un inviluppo semisferico, con bordi
fissati, la cupola diretta verso il basso e riempita di liquido (vedi fig. 1%); si
pud trascurare il peso dell’inviluppo rispetto al peso del liquido.
Soluzione. Si ha

P.=p.gR cos 0, Pg=0,

0
3,
Q,=2nR? \‘ P;cosOsen6d6=—g§%p°—g(1—coss 6)
0

(pp & la densita del liquido). Dalle (1) e (2) discendono

P R2p,g- 1—cos® 0" - R2ppg  (—1-3 cos 6—2 cos® 6)
86= "3} sen20 P27 3h sen? 0 .

Per gli spostamenti si ha

. R3p,g (140 0
ug=— p°§éh+ ) senﬁ[ 1:?20564-111 (1—{—0059)'],

Jcos.® T

e ,
u,—_’—ﬂ——"gg‘ﬁ-ﬂ | cos 0 1n: (1--cos B)—1-+
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Quando 6 = n/2, u, non si annulla, contro I'attesa. Questo significa che la
flessione dell’inviluppo & cosi forte nei pressi della linea su cui & fissato, che la
soluzione ottenuta perde di validita. i

Fig. 11

4. Un inviluppo avente la forma di una calotta sferica poggia con i suoi
bordi su un sostegno fisso (vedi fig. 12). Determinare la freccia risultante dal
peso proprio Q dell'inviluppo.

_ Soluzione. La deformazione si produce essenzialmente nei pressi dei bordi
che si raddrizzano lateralmente (linea tratteggiata nella fig. 12). Allora ug
8 piccolo rispetto a u, = {; poiché { decresce rapidamente quando ci si allon-
tana dalla linea d’appoggio, si pud assimilare la deformazione a quella di una

Fig. 12

lamina piana lunga (di lunghezza 25R sen c). Questa deformazione consta di -
una flessione e di una trazione. L’allungamento relativo della lamina & in ogni

punto /R (R & 2il raggio dell’inviluppo); quindi I'energia di trazione per unita

di volume & Dk Consideriamo come variabile indipendente z la/distanza dalla

Jinea d’appoggio; per 1’energia totale di trazione si ha

: hE
Fitot=2nR sen a Ve S {2 da.

L’energia di flessione vale

_ BE &g \ 2
tho’t—2ﬂﬂsenam5 (-d_Z§—> dz.

Variando rispetto a { la somma Fyoy=F; (o1 F5 tot, Si ha 1‘*§quazione

4%, 12 (1—a?)
& T

L=0,
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«Quando. 2 ~ oo, {-deve tendere a zero, e per z =0 debbono essere soddisfatte
le condizioni ai limiti di annullamento del momento: delle forze; {” = 0, e le
condizioni di uguaglianza della forza normale alla superficie dell’inviluppo,
dovuta alla flessione, con la componente della forza di gravita:

2nR senoc——hs—E————- g"’—Oéosoc
12(1—oa% = :

La soluzione che soddisfa queste condizioni &

L= Ae™"* cos %z,
dove

x—[ 3(1—o0?%) e A= Qcotg o [ 3R2 (1—0?) s
- h2R2 ! - Eh 8nh? ¢
La freccia &

d={(0) cosa=Acosa.

.§. 16. Torsione di sbarre

Consideriamo ora le deformazioni di sbarre sottili: questo caso
si distingue da tutto quello che abbiamo sin qui esaminato per il fatto
che il vettore spostamento u pud essere grande anche per piccole
deformazioni, ciod per piccoli u;;!). Cosi, quando si piega una sbarra
sottile e lunga, le sue estremitd possono spostarsi considerevolmente
nello spazio, anche quando gli spostamenti relativi dei punti vicini
sono piceoli.

Esistono due tipi di deformazioni di una sbarra che possono
provocare uno spostamento grande delle diverse parti: la flessione
e la torsione. Cominceremo con 1’esaminare quest’ultima.

La torsione & una deformazione per cui nella sbarra, che pure
resta rettilinea, ciascuna sezione ruota di un dato angolo rispetto
alle sezioni adiacenti. Se l1a sharra & lunga, basta una leggera torsione
perché sezioni sufficientemente distanti 1'una dall’altra ruotine
di un angolo considerevole. Le generatrici della superficie laterale
della sbarra, parallele al suo asse, in seguito alla torsione diven-
gono eliche.

Consideriamo una sbarra sottile, rettilinea, di sezione arbitraria.
Come sistema di coordinate fissiamone uno con asse z lungo 1’asse
della sharra e origine in un qualunque punto interno. Definiamo
angolo di torsione T, 1'angolo di rotazione per unitd di lunghezza,
ciod, due sezioni trasversali distanti dz ruotano 1'una rispetto all’al-

fra di un angolo d¢ = 7 dz ( talché T=%i;). La deformazione della

torsione, ciod lo spostamento relativo delle parti vicine, & supposta
piccola. Questo caso si verifica quando la rotazione relativa di sezioni

1)"Fa eccezione la traziome semplice, senza alterazione della forma: se la
trazione & debole, il vettore u & piccolo al pari di wup.
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che si trovano a distanza dell’ordine delle dimensioni trasversali R

della sbharra & piccola:

TR L 1. “ (16,1)

Consideriamo un piccolo tronco di sbarra nei pressi dell’origine
¢ determiniamo lo spostamento u in questa regione. Prendiamo come
'sezione di riferimento quella coincidente col piano z, y. E noto
che quando il raggio vettore r ruota di un angolo 8¢ la sua estre-
mita libera si sposta di

— 6], | (16,2)

ove 8¢ & un vettore avente modulo pari all’angolo di rotazione e
direzione parallela all’asse di rotazione. Nel nostro caso la rota-
zione avviene attorno all’asse z, conseguentemente i punti di coor-
dinata z ruotano, rispetto al piano z, y, dell’angolo 7z (nell’intorno
‘dell’origine, T puo essere assunto costante); la (16,2) fornisce allora
le componenti u, e u, del vettore spostamento

Uy ="—7T 3Y, Uy =T 2. (16,3)

Nel corso della torsione, in generale, i punti della sbarra si spo-
istano anche lungo 1’asse z. Questo spostamento & nullo per v = 0,

pertanto per piccoli valori di v lo si potrd assumere nella forma
o = 1 (2, ¥), . - (18,4)

ove VP (z, y) & una certa funzione di x e y, detta funzione di torsione.
A seguito della deformazione descritta dalle (16,3), (16,4), ciascuna
sezione trasversale ruota attorno alllasse z e contemporaneamente
si incurva, cessando di essere piana. Notiamo che, avendo scelto
«in modo determinato 1'origine sul piano z, y, abbiamo con cid
« fissato » un punto della sezione che pertanto non pud spostarsi
su questa sezione (ma puo scorrere lungo l'asse z); ovviamente
cambiare 1’origine delle coordinate non comporta alcun mutamento
essenziale nella descrizione della deformazione di torsione, tradu-
cendosi in una semplice traslazione della sbarra che e appunto
irrilevante.

Noto u, possono determinarsi le componentl del tensore di defor-
mazione. Poiché u & plccolo nella reglone in con51deraz1one, potremo

scrivere U, = (z:;-[-au") Si: ha in definltlva

“xx"':u’yy:uxy:uzz:ob
uxz=%‘(’z;"£'—‘y)o Uy, =5 ( +$) (16,5)

Notiamo che u;; = 0, talché la torsione avviene senza variazione di
volume, e quindi & una deformazione di puro scorrimento.
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Per le componerntm del tensere degli sforzi, si ha

O, _cw_cu—cxy—o
G
xz = 2Py, = p,t(alp ), \qyz=2puya=px(—¢-+x) (16,6)

(risulta pid comedo qui servirsi del modulo di scorrimento p al posto
di E e di o). Sono diverse da zero solo 6, e 0,,, cosicché le equazioni

dell’equilibrio % = 0 si riducono all’equazione

00,5 00,y
ox + oy

=0. (16,7)

Sostituendo la (16,6), si trova che 1a funzione di torsione deve soddi-
sfare la

Ay = 0, (16,8)

dove A & l'operatore di Laplace bidimensionale.
Conviene tuttavia usare un’altra funzione ausiliaria § (x, y)
definita dalle
.y . L
oxz=-2m:——x, O, = — 2t = 16,9)
in quanto per questa funzionme risultano pid comode le condizioni

ai limiti sul contorno della sezione della sbarra (vedi piG avanti).
Dalle (16,9), (16,6) segue:

@ G ?
2. —y422% =, %= —z—2k, (16,10)
Derivando la prima uguagllanza rispetto ad y, la seconda rispetto
~ad z, e sottraendo, si ha per ¥

Ay = —1. (16,11)

Per determinare le condizioni ai limiti, sulla superficie della
sharra, osserviamo che, essendo la sharra sottile, le forze esterne
che agiscono sulla superficie laterale sono piccole rispetto agli
sforzi interni e potranno essere considerate nulle (relatlvamente
alla ricerca delle condizioni ai limiti). Questa circostanza & 1’analoga
di quella che si & presentata nel corso dello studio della flessione
per lamine sottili. Cosi dunque si deve avere sulla superficie laterale
della sbarra o;;n; = 0; poiché 1’asse z & 1’asse della sbarra, la nor-
male n ha come componen’u n, e ny, e l'equazione si rlduce alla

Oyxlly 4 Ozyhy == 0.
Sostituendovi le (16,9), si ha

Ty T g Ty Ve
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Ora, le componenti della normale al contorno piano (al contorne
le coordinate dei punti del contorno e dl I'elemento della lunghezza
dell’arco. Allora si ha : : .

ox N 3 2
E;dx+7@—dy—dx—-0,

della sezione della sbarra) sono n, = — = %’; , OVe Z e i sono

cioé y = cost sulla linea di contorno della sezione. Poiché nella
definizione (16,9) intervengono solo le derivate di’7y, ovviamente
essa stessa & determinata a meno di una costante additiva. Se il
contorno & semplicemente connesso si potra, senza perdita di gene-
ralitd, prendere come condizione al limite dell’equazione (16,11) 1)

x=0. (16,12)

Ma se il contorno non & molteplicemente connesso, § avra diversi
valori costanti su ciascuna delle curve chiuse che costituiscono il
contorno. Quindi y potra essere presa nulla solo su una di tali curve,
per esempio sul contorno esterno (C, nella fig. 13). I valori di %

Go

6N\

g’ )
)

Fig. 13

sulle altre componenti del contorno sono assegnati dalla condizione
che deriva dal fatto che lo spostamento u, = 1¢ (, y) sia una fun-
zione univoca delle coordinate. Ciod a dire, se ¢ (z, y) deve essere
univoca, deve annullarsi l'integrale del suo differenziale dy esteso
ad una curva chiusa. Allora dalle (16,10) segue:

Yav=§ (G ot dy) =
=—2§ (& dy—Zhds) — § (e dy—y da) =0,

'z

1) 11 problema della determinazione della deformazione™di torsione a par—
tire dall'equazione (16,11) con condizione al limite (16,12) coincidelformalmente-
col problema_della determinazione dello spostamento di flessione,di una mem-
brana piana, con carico uniforme (cfr. equazione (14,9)).

E da notare I’analogia idrodinamica: la distribuzione delle velocitd
v (z, y) di un fluido viscoso nella sezione di un tubo & definita da un’equazione
della forma (16,11); alla condizione limite (16,12) corrisponde la condizione
v =0 sulle pareti, immebili del tubo (vedi VI, § 17).
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Qovvero , ,

. N o9 @
| iﬁ%dl—;—S, - (16,13)
dove; g—l & la derivata nella direzione della normale esterna al con-

torno ed S l'area delimitata da questo contorno. Apphcando la
{16,13) a ciascuna delle curve chiuse C;, C,, .. ., si ottengono le
condizioni richieste.

Troviamo I’energia libera della sbharra torta L energla per unita
di volume &

__ OigUin __ - o 7 T
F= ) —zeuxz"‘o'yzuyz.—‘z‘lr(oxz‘f‘oyz )

v,cioé, dalle (16,9),
Fene[(2)+ ()] =m0,

v designa il gradiente bidimensionale. Integrando sull’area della
sezione trasversale si ottiene 1’energia per unitd di lunghezza, che

. . Cr?
si scrive come — , dove

2
C=4p 5 (Vy)?df

& detto rigidita di torsione della sbarra. L’energia elastica totale
& data da

Fopar =5 S Ci2dz, O (16,14)
I'integrale & esteso alla lunghezza della sbarra.

Scrivendo
(VX)? =V (xVY) — %A% = V. (xVx) + %

¢ trasformando l’mtegrale del primo termine in mtegrale sal con-
gorno della sezione della sbarra, si ha

C=4.u.§xg—3§dl+4p,jxdf. - (16,15)

‘Se il contorno & semplicemente connesso, il primo termine scompare
in virtd della condizione al contorno y = 0 e resta

C=4p | yda dys (16,16)

~

Be la frontiera & molteplicemente connessa (vedi fig. 13), posto
% = 0 sul contorno esterno C,, designando con' 9y, i valori costanti
di x sui contorni interni Cj, si ha per il tramite della (16,13)

= DSt |rdedy (617
. Y . . :
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(si osservi che nell'integrazione del primo termine della (16,15)
il contorno C; & descritto in senso antiorario, Cj in senso opposto).

Consideriamo il caso piit usuale di torsione, quando uno degli
‘estremi & fissato e le forze esterne sono applicate all’aliro estremo.
L’effetto delle forze dovra essere una torsione, ogni altra deforma-
zione, per esempio la flessione, essendo esclusa, cioé si ha una coppia
di forze che torcono la sbarra attorno al proprlo asse. M indichera
il momento di tale coppia. - -

Allora sarad naturale attendersi che langolo d1 torswne T sia
costante lungo la sbarra. Si potra constatare che & effettivamente
cosi, partendo dalla richiesta di minimo dell’energia libera totale
della sbarra in equilibrio. L’energia totale della sbarra deformata
& uguale alla somma Fg,, -+ U, ove U & I'energia potenziale dovuta

all’azione delle forze esterne. Sostituendo =T =Z—-fnella (16,14) e

facendo una variazione rispetto a ¢, si ha

S%SC(%)Zdz—l—:ﬁU=S 90 2% gz 45U =0

;0vvero, mtegrando per partl,
S C 3% 8g dz+ 68U + Ct 89 =0.

Nell'ultimo termine del primo membro si intende la differenza dei
valori corrispondenti ai due estremi di integrazione, cioé sulle estre-
mita della sbarra; una di queste & fissa, per esempio quella inferiore,
talché ivi 6¢p = 0. Per quanto riguarda 8U, questa variazione, col
segno cambiato, di il lavoro effettuato dalle forze esterne nellarota-
zione §¢. Ora. & noto dalla meccanica che il lavoro di una coppia di
forze in una rotazione 8¢ & dato da M 8¢. Poiché non vi sono altre
‘forze esterne, si ha 8U = —M 8¢, e quindi,

S ¢ §g dz+ 6cp(—-M+ Cv) = | (16,18)

Nel secondo termine si prende il valore nell’estremo superiore. La
variazione di 8¢ & arbitraria nell’integrale su dz, quindi

" dt
C == 0,
‘eioé PR :
T = cost. ' (16,19)

Dunque 1’angolo di torsione & costante lungo tutta la sbarra. La
rotazione della sezione superiore rispetto a quella inferiore & uguale
a tl, dove ! & la lunghezza della sbarra.
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~ Nell’equazione (16,18) :deve annullarsi anche il secondo termine.
I1 valore deli’angolo di torsione @&

M
=2, (16,20}

PROBLEMI

1. Determinare la rigiditd di torsione di una sbarra di seziome circolare,
di raggio R.

Soluzione. Le soluzioni dei problemi 1-4 coincidono formalmente con quelle
dei problemi del moto di un liquido viscoso in un tubo di uguale sezione (vedi
nota, pag. 89); alla quantitd Q di liquido che scorre attraverso la sezione del

tubo corrisponde qui C. . .
Per una sharra di sezione circolare (I’origine delle coordinate & presa nel

centro della sezione) si ha
X=% (R2—z2—p?).
Rigidita di torsione
pmR4
2 *
Si deduce per ¢ dalle (16,10) P = cost. In virtd delle (16,4) a ¢ costante corri
sponde una traslazione della sbarra lungo 1’asse z; si potra dunque porre Y = 0;
le sezioni trasversali della sbarra circolare restano piane nella torsione.
2. Stesso problema per una sbarra a sezione ellittica, di semiassi a e b.
Soluzione. Rigiditd di torsione

C=

asys
FIEe
La distribuzione degli spostamenti longitudinali & data dalla funzione di tor-
sione

C=nap

b2 g2
v= b2} a? 5

{gli assi coordinati sono presi sugli assi dell’ellisse). [ ,
1 3.) Stesso problema per una sharra con sezionme a triangolo equilatero (di
ato a). ' '
Soluzione. Rigiditd di torsione
V§ ’ 4‘ '
C——gozaua .

Funzione di torsione .
, " o .
=5 V3Tl V3I-p),

T'origine 8 nel centro del triangolo, 1'asse z & disposto lungo una delle altezze.
4. Stesso problema per una sbarra avente la forma di una lamina lunga
e sottile (larghezza d, spessore i < d).
Soluzione. Il problema & equivalente a quello dello scorrimente di un
liquido viscoso entro pareti piane parallele:

L wdnd
C="75»
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5. Stesso problema per un tubo cilindrico (raggio interno R;, esterno Rj).
Soluzione. La funzione

1
x=- (R§—r?)

. {in coordinate polari) soddisfa la (16,13) sulle due frontiere della sezione anulare
del tubo. Si trova con la (16,17)

‘ R§{— R{
C=pn — 5 .
6. Stesso problema per un tubo a parete sottile, di sezione arbitraria.
Soluzione. La parete del tubo & softile, si pud quindi ammettere che, lungo
1o spessore &, ¥ vari da zero su una faccia a 7y, sull’altra, secondo la legge lineare

%= Yi —;/; (y & la coordinata secondo lo spessore della parete). Allora la (16,13)

(,1’?;\("(—;12 = §, L & il perimetro della sezione del tubo, § V’area delimitata dal
contorno. 11 secondo termine nella (16,17) & piccolo rispetto al primo, quindi si
ottiene : ‘ : :

4hS2,
C=—F—

Se si taglia il tubo lungo una generatrice, la rigidita di torsione decresce note-
volmente (conformementeal risultato del problema 4), divenendo

uLh
3

§ 17. Flessione di sbarre

Quando si incurva una sbarra, alcune sue parti si allungano, altre
si contraggono. Le linee della parte convessa della sbharra si allun-
gano, quelle della parte concava si contraggono; come nel caso delle
lamine, vi & nella sbarra, secondo la lunghezza, una superficie
« neutra », che non subisce né trazioni né compressioni. Essa separa
le regioni della compressione da quelle della trazione.

Cominciamo studiando la deformazione di flessione in un piccolo
tronco della sharra, dove la flessione pud considerarsi debole; inten-
diamo con cid che insieme col tensore di deformazione debbono
restare piccoli gli spostamenti assoluti della sbarra. Prendiamo un
sistema di coordinate con origine sulla superficie « neutra», nel
tronco in considerazione. L'asse z & diretto come la sbarra (non
deformata); supponiamo che la flessione avvenga nel piano z, z1).

1) Quando la flessione della sbarra 3 debole, si pud ritenere che avvenga
in un piano; questo & fondato sul fatto ben noto in geometria differenziale,
che 1a deviazione di una curva debolmente torta, a partire dal suo piano (la
torsione della curva), @ un infinitesimo d’ordine superiore rispetto alla cur-
vatura.
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Cosi come per il caso della flessione delle lamine e torsione delle
sharre, nella flessione delle sbarre sottili le forze esterne che agiscono
sulla superflcle laterale della sbarra sono piccole rispetto agli sforzi
nella sharra stessa: questo permette di trascurarle quando si deter-
minano le condizioni ai limiti su questa superficie. Dunque su tutta
la superficie laterale della sbarra si ha o;zn; = 0 o, poiché n, = 0,:

Otz + Cxylly = 0

e lo stesso per i =y, z. Prendiamo un punto del contorno della
sezione trasversale della sbarra in cui la normale n sia parallela
all’asse z. Un punto simile sta dalla parte opposta del contorno.
~ In questi due punti n, = 0 e quindi si deduce o,, = 0. La sbarra
8 supposta sottile, quindi se o,, si annulla in punti siffatti della
sezione & piccola in tutta la sezione e quindi in tutta la sbarra si
pud porre G,, = 0. Si verifica analogamente che, ad eccezione di
0., tutte le componenti del tensore degli sforzi debbono annullarsi.
Cosi, quando una sharra & flessa, é grande solo la componente di
trazione (o compressione) del tensore degli sforzi interni. Una defor-
mazione in cui vi sia solo la componente o,, del tensore degli sforzi
& una compressione semplice o una trazione semplice (vedi § 5).
Cosi dunque ogni elemento di volume della sbarra flessa subisce
una trazione (o compressione) semplice. La grandezza stessa di questa
trazione & naturalmente differente nei diversi punti di ciascuna
sezione trasversale, fatto questo che provoca la flessione della sbarra.
Si determina facilmente la grandezza dell’allungamento relativo
in ogni punto. Consideriamo un elemento qualunque di lunghezza dz
parallelo all’asse della sbarra e situato nell’intorno dell’origine.
Nella flessione dz varia e diviene dz’. Restano invariati solo gli
elementi di lunghezza situati sulla superficie neutra. Sia R il raggio.
di curvatura della superficie neutra nell’intorno dell’origine. Si pud
considerare che dz e dz’ siano elementi d’arco di cerchi di raggio
rispettivamente R e R -+ z,-z & il valore della corrispondente
coordinata nel punto dove si & prescelto ’elemento dz’'. Allora

r__ -R+93 . ‘ 4
da' = =3 dz=(1++) ds
L’allungamento relativo & dunque
' @—i
z  R°*

D’altra parte 1’allungamento relativo dell’elemento di lun-
ghezza dz & uguale alla componente U,, del tensore di deformazione
e quindi . . r

U=

7,1y
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Si puo scrivere 0,, utilizzando direttamente la relazione o‘,z—Euz,'
che & valida nel caso di trazione semplice. Sijha

0, =L E. o » (172);

La dlsposulone della superflcle « neutra » nella sbarra deformata
é rimasta sin qui indeterminata. La si pud definire partendo dalla
condizione che la deformazione considerata sia una flessione pura,
senza qualsivoglia trazione né compressione generale della sharra.
A tal fine occorre che la forza totale degli sforzi interni agenti sulla
sezione trasversale della sbarra sia nulla, cioé che I'integrale

[ o..af
preso su questa superficie sia nullo. Avendo in vista la (17,2), si:hé
Sxdf-—.O. l (17,3)

D’altra parte, si pud introdurre il concetto di centro di inerzia
di una sezione della sbarra, in quanto centro di inerzia del disco
piano omogeneo corrispondente a questa sezione. Le coordmate del
centro di inerzia sono date da :

§zdf  (ydf

§ar > Saf s
Cosi, la (17,3) esprime la condizione che in un sistema di coordinate
con origine sulla superficie neutra, la coordinata lungo 'asse z del
centro di inerzia della sezione della sharra sia nulla. Dunque la
superficie « neutra » passa per i centri di 1ner21a delle sezioni fra-
sversali della sbarra.

A parte u,, si hanno ancora due componenti non nulle del tensore

di deformazione, poiché in trazione semplice u,, = Uyy = —OUyg.
Noto il tensore di deformazione si trovano facilmente gli spostamenti
dei punti. Scriviamo

o ou, =« a‘ix__ 3uy_ ox
79z R "6z o8y R

duy du, . - duy duy o duy du, '

- 9z az. ' oy + . Oz =0, .82 + ay _'O.'

L’ mtegrazmne di queste relazioni conduce alle seguentl espressmm
delle componentl dello spostamento

Uy = ;—[zz+0(x2—y2)],

wy=—0,  u== (17,4)
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Le- costanti di integrazione sono state prese nulle; questo significa

che abbiamo fissato nello spazio la posizione dell’origine delle coor-

dinate.

* Le formule (17,4) mostrano che i punti situati sulla sezione tra-

sversale z = cost = z, a seguito della flessione si portano sulla
superficie:

I = st (142).
TN

Si vede che in questa approssimazione
le sezioni restano piane nel corso della
! Ay flessione, ruotandofsoltanto di un certo

angolo rispetto alla posizione iniziale.
Ma la forma della sezione wvaria; cosi

=
)
{
i
\
\

A

L ] dopo la flessione di una sbarra rettan-
—————— golare (di lati @ e b) i lati lunghi del
contorno della sezione y = 4-b/2 occupa-
Fig. 14 no le posizioni
' b b
y=%g+u==x5(1—%),

ciod si piegano, pur restando rettilinei. I lati superiore e inferiore
z = 4a/2 si curvano divenendo parabole:

a a 1 : a?
s=kgtue=kg—gp[d+o (T —1)]
(fig. 14). . ;
L’energia libera dell’unitd di volume della sbarra &

1 Ex?
3 Oirlin =5 OzUz; = 555 .

Integrando su tutta la sezione trasversale della sbarra, si ha

N szdf, | (17,5)

che rappresenta 1’energia libera dell’unita di lunghezza della sbarra
flessa. Il raggio di curvatura R & qui definito come il raggio di cur-
vatura della superficie « neutra ». Ma poiché la sbarra & sottile,
la si pud considerare, con uguale precisione, come il raggio della
sbarra assimilata ad una curva (che si denomina « curva elastica »).

E comodo introdurre nella (17.5) la nozione di momento di
inerzia della sezione trasversale della sharra, cioé il momento di
inerzia della sezione rispetto all’asse y, contenuto nel piano di questa
sezione & definito come

A= [arar (17.6)
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che non ¢ altro che 1'usuale momento di inerzia, dove ora, pero, al
posto dell’elemento di massa figura df. L’energia libera dell’unitd
di lunghezza pud riscriversi :

g

E
Sy (17,7)

Definiamo anche il momento delle forze degli sforzi agenti nella
sezione data (lo si denomina come momento flettente). L’elemento

d’area df della sezione subisce la forza o, df = %—E df, diretta lungo

I’asse z. I1 suo momento rispetto all’asse y & zo0,, df. Allora, il momen-
to totale relativo a questo asse & '
E . EI
My= [a2df ==L (17,8)

Quindi, la curvatura 1/R della linea elastica @& proporzionale al
momento flettente che agisce nella sezione data.

La quantita I, dipende dall’orientamento dell’asse y nel piano
della sezione. Secondo 1'uso corrente in meccanica, & comodo espri-
mere [, per mezzo dei due momenti di inerzia principali. Se 0 @
I’angolo tra I'asse y e uno degli assi principali di inerzia della sezione
della sbarra, si sa che

I, =1I,cos?0 + I, sen? 0, (17,9)

dove I,, I, sono i momenti principali di inerzia. I piani passanti
per l'asse z e gli assi di inerzia principali della sezione della sbarra
sono detti piani principali di flessione.

Se, per esempio, la sezione della sharra & rettangolare (di lati
a e b), il suo centro di inerzia & nel centro del rettangolo e gli assi
principali di inerzia sono paralleli ai lati. I momenti principali di
inerzia sono

3p b3
I =55, Iy="5. (17,10)

Se la sezione & circolare, di raggio R, il centro di inerzia & nel centro
del cerchio, gli assi di inerzia principali sono arbitrari. T1 momento
di inerzia attorno ad un asse diametrale qualunque &

I— R4

3 (17,11)

$ 18. Energia di una sbarra deformata

Nel paragrafo precedente abbiamo limitato il nostro studio ad
un piccolo tronco longitudinale della sharra flessa. Ora studieremo
la deformazione nella sbarra intera e a tal fine converra cominciare
con 1'operare una scelta adeguata del come descrivere tale deforma-

7—-0630
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zione. Bisogna osservare che una flessione forte ') di una sbarra,
in generale, & accompagnata da una certa deformazione di torsione,
talché la deformazione risultante & la combinazione di una flessione
pura e di una torsione.

Per descrivere la deformazione sara opportuno procedere come
segue. Dividiamo la sharra in tronchi elementari per mezzo di sezioni
trasversali infinitamente vicine. Muniamo ciascun tronco di un
sistema di coordinate &, m, g, tutti questi sistemi avendo i loro ri-
spettivi assi paralleli nella sbarra non deformata, con gli assi §
allineati lungo I'asse di questa. Nel corso della flessione i sistemi
di coordinate girano, ed in generale girano in modi diversi; allora
due sistemi infinitamente vicini si trovano ruotati 1'uno rispetto
all’altro di un certo angolo infinitesimo.

Sia dg il vettore di rotazione relativa di due sistemi, distanti
dl lungo la sbarra (si sa che ’angolo di rotazione infinitesimo pud
essere considerato come un vettore allineato lungo 1’asse di rotazione;
le sue componenti forniscono gli angoli di rotazione attorno a cia-
scuno dei tre assi coordinati).

Introdurremo per descrivere la deformazione il vettore

d
Q=% (18,1)

che definisce la « velocitd » di rotazione degli assi delle coordinate
lungo la sharra. Se la deformazione & una torsione pura, la rotazione
dei sistemi di coordinate consecutivi si effettua soltanto attorno
all’asse della sbarra, cioé agli assi {. Allora il vettore Q & diretto
lungo 'asse della sbarra e altro non é se non Pangolo di torsione 7,
utilizzato nel § 16. Nel caso generale, continueremo a denominare
angolo di torsione la componente Qg di Q. Quando la sbarra effettua
una flessione pura in un piano, il vettore @ non ha componente Qr,
ciod in ogni punto & contenuto nel piano &, 7. Se &, ¢ & il piano di
flessione, la rotazione si effettua in ogni punto lungo Vasse 1, cioé
Q & parallelo a tale asse.

Introduciamo il versore t diretto lungo la tangente alla sbarra,

. . . s dat - .
considerata come « linea elastica». La derivata 5 & come si sa,

il vettore di curvatura; in valore assoluto & uguale a %—- ,Re&il rag-
gio di curvatura 2), la sua direzione & quella della normale principale

1) Si ricordi che con flessione forte si intende una deformazione tale per
cui il vettore u non sia piccolo mentre il tensore di deformazione sia, come sem-
pre, piccolo.

?) Ricordiamo che una curva sghemba é caratterizzata in ogni punto dalla
sua curvatura e dalla sua torsione. Non si dovra confondere questa (di cui non
faremo uso) con la deformazione di torsione della sbharra attorno al suo asse.
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alla’ curva. Si sa anche che la variazione di un vettore in una rota-
zione infinitesima & uguale al prodotto vettoriale del vettore del-
I’angolo di rotazione per il vettore stesso. Ne consegue che si potra
scrivere la differenza tra i valori del vettore t in due punti infinita-
mente vicini della linea elastica nella forma

dt = [dept]
ovvero, dividendo per di,

2 =194 (18,2)

Moltiplicando vettorialmente per t i due membri di tale uguaglian-
za, si ha

Q=[t —‘Z_] +t (tQ). (18,3)

La direzione della tangente coincide in ‘ogni punto con quella del-
P'asse  in questo stesso punto. Allora (tQ) = Q¢. Introducendo la

normale principale n (tale che Z—;: n%) » 81 potra dunque scrivere

Q=1 [tn] + . (18,4)

A secondo membro si ha il primo termine che & un vettore di com-
ponenti @, Q. D’altra parte & noto che [tn] fornisce la binormale,
Allora il vettore di componenti Q¢ e Q& un vettore collineare alla

binormale alla sbarra, di modulo 1%

Avendo introdotto il vettore Q caratterizzante la deformazione
e trovatene le proprieta, siamo ora in grado di dedurre I’espressione
dell’energia elastica libera della sharra flessa. L’energia elastica
(per unitd di lunghezza della sbarra) & una funzione quadratica
della deformazione, ciod nel presente caso una funzione quadratica
delle componenti di Q. Si vede facilmente che i termini proporzionali
a 2:Q; 02 Q,Q: non debbono apparire in questa forma quadratica.
La sbarra & omogenea in tutta la sua lunghezza, quindi ogni gran-
dezza, in particolare I'energia, non deve variare quando si inverte
il segno di &, c¢ioé nello scambio £ — —7. I prodotti suddetti cam-
biano segno in questa trasformazione,.

Relativamente al termine $3, ricordiamo che, per Q, = Q =0,
si deve avere una torsione pura e quindi 1'espressione dell’energia
deve ridursi a quella dedotta nel § 16. Quindi il termine corrispon-
dente nell’energia libera ha la forma

cop
=
7%
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Infine i termini quadratici in Qg e Q, possono essere seritti

a partire dall’espressione (17,7) per l'energia di un piccolo tronco

della sbarra debolmente flesso. Supponiamo che 1a sbarra sia sotto-

posta esclusivamente ad una flessione debole. Scegliamo il piano

g, ¢ come piano in cui avviene la flessione in modo tale che Q¢

scompare. Anche la torsione manca quando la flessione & debole.

In questo caso l'espressione per l'energia deve ridursi alla forma
47,7):

E

2—R§Iﬂ.

Ora, si & visto che E}E 3 proprio il quadrato di un vettore pianp Qg
Q,). Allora l'energia si pud scrivere nella forma ‘

E 2
7 It
Con assi arbitrari §, m, questa espressione diviene

E
- g Um 3 4 2L Q0+ L),
dove Iy, Ine, Ly SODO le compdnenti del tensore di inerzia della
sezione della sbarra. Torna utile prendere gli assi & ed m come assi
principali di inerzia della sezione della sbarra. Allora si ha pid

semplicemente
E
£ (1.0+1,0%),

I, e I, essendo i momenti di inerzia principali. Poiché i coefficienti
di Q¢ e Q} sono costanti, V'espressione dedotta sussiste anche nella
flessione forte.

Infine, integrando su tutta la lunghezza della sbarra, si ottiene
V’espressione per l’emergia elastica libera della sbarra flessa

Fo= [ {at+ o+ ot}an (18,5)

Esprimiamo, per il tramite di @, il momento delle forze agenti
sulla sezione della sbarra. Si perviene facilmente a questo utiliz-
sando nuovamente i risultati precedentemente ottenuti nei casi di
torsione pura e flessione debole pura. In torsione pura il momento
delle forze rispetto all'asse della sharra & Ct. Se ne deduce quindi
che, nel caso generale, il momento My rispetto all’asse  deve essere
uguale a CQ¢. Poi, in flessione debole nel piano &, & il momento ri-

spetto all’asse 1 & %—2 In una flessione siffatta @ & diretto lungo m,

la curvatura 1/R & semplicemente uguale al suo modulo, e Eé—z =
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= EI,Q. Ne consegue che si deve avere nel caso generale M ; =
= EI Qg, = EI,Q, (gli assi &, 1 sono coincidenti con gli assi
principali di 1nerz1a della sezione). Allora per le componentl del
momento delle forze M si ha

M,=ELQ, M,=ELQ, M =CS. (18,6)

L’energia elastica (18,5); espressa per mezzo del momento. dele

forze, diviene
2

sb—'S ;:45’ +212E+ }dl (1877)

Un caso importante di flessione & la flessione debole quando la
sbharra si sposta di poco dalla sua posizione iniziale su tutta la sua
lunghezza rispetto alla lunghezza stessa. In questo caso la torsione
puo essere ignorata, e si puo porre Q; = 0, col che la (18,4) si riduce a

1 dt
Q=7 [tn]=[t T ]. (18,8)

Introduciamo un sistema di coordinate fisso nello spazio, z, y, z,
con l’asse z coincidente con 1’asse della sbarra non deformata (al
posto del sistema &, m, £ solidale in ogni punto alla sbarra). Indi-
chiamo con X, Y le coordinate z, y dei punti della curva elastica
della sharra; Xe Y definiscono lo spostamento dei punti della curva
4faspetuv ul}.a posizione 11’112131% prlma dcl}a ﬂeSSlGne

Poiché la flessione & debole, la tangente t & quasi parallela all’asse

z e quindi la si potra considerare diretta approssimativamente lungo

quest’asse. Peraltro, poiché t = dlr’ si ha
dt-_ d*r - d%
T aE T AR

(Ia derivata rispetto alla lunghezza della sbarra pud essere appros-

simativamente sostituita alla derivata rispetto a z). Chiaramente le

- - N . 2
componenti lungo z e y di questo vettore sono uguah a -——‘Zf e CCZZ; .

Le componenti Q, Q, possono, con la stessa precisione, essere poste
uguali a Q., Q,, quindi dalla (18,8) segue:

a2y azXx : "
Q=—27, Q,,=_dz2 , (18,9)

Sostituendo queste espressioni nella (18,5), si ottlene lenergla
elastica della sbarra debolmente flessa nella forma

FamEJ(0 () 0 (53 Y s

Ricordiamo che. Il, I, sono i momenti di inerzia rispetto agli assi
Z e y che sono assi principali.
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Nel caso di una sbarra ecircolare:siha I, =T, = I e sotto l'inte-
grale resta la somma dei quadrati delle derivate seconde che &,
nell’approssimazione sin qui accettata, il quadrato  del raggio di

curvatura:
(dﬂX 2y ey N2 1
. dzz) (dzz) ~ R

La formula (18,10) si estende al caso della flessione debole di una
sbarra (di sezione circolare), di forma qualunque nello stato naturale
(non deformata). Si serivera a tal fine 1'energia di flessione nella
forma v
EI (1 1\2

FS":TS(T%'_?’;) dz, (18,11)
R, essendo il raggio di curvatura naturale in ogni punto della sbarra.
Questa espressione ha, come ¢i si attende, un minimo nello stato
indeformato (R = R,) e si riduce alla (18,10) quando R, —> oo.

§ 19. Equazioni di equilibrio delle sharre

Siamo ora in grado di dedurre le equazioni di equilibrio di sharre
curvate. Consideriamo di nuovo un tronco elementare qualunque
di sharra delimitato da due sezioni infinitamente vicine e calcoliamo
la risultante delle forze che agiscono su tale tronco. Denominiamo
con F la forza degli sforzi interni applicati alla sozione della shar-
ra ). Le componenti di questo vettore sono uguali agli integrali
di oy sulla sezione:

Fi= Sci;df., - (19,1)

Consideriamo le due sezioni infinitamente vicine come basi dell’ele-
mento interessato; allora F - dF & la forza agente sulla base supe-
riore, —F quella agente sulla base inferiore e dF la loro somma. Sia
poi K la forza esterna agente sull’unitd di lunghezza della sbarra;
T'elemento dl & cosi sottoposto alla forza K dl. La risultante di
tutte le forze agenti su questo elemento & dunque dF -+ Kdl. Questa
forza all’equilibrio deve annullarsi, quindi
dF i
- = —K. (19,2)
La seconda equazione si deduce dalla richiesta di annullamento
del momento risultante delle forze applicate all’elemento. Sia M
il momento delle forze degli sforzi interni agenti sulla sezione;
questo momento & preso rispetto ad un punto (1’origine) contenuto
nel piano della sezione, le sue componenti sono definite dalle (18,6).
Caleoliamo il momento risultante applicato all’elemento considerato

1) La notazione F_di questa forza nen:pud generare confusioni con 'energia
libera, che non interverrd nel seguito (§8. 19-21).
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rispetto ad un punto (diciamolo O) situato nella base superiore.
Allora gli sforzi interni agenti su questa base danno M + dM. Per
quanto concerne il momento (rispetto ad O) degli sforzi interni sulla
base inferiore dell’elemento, questo'é composto del momento —M
degli sforzi rispetto all’origine (punto O’) e del momento (rispetto
ad O) della risultante —F delle forze agenti su tale base. Questo
secondo momento & [(—dl) (—F)l, ove dl & il vettore dell’elemento
di lunghezza della sbarra diretto da O’ verso O. Il momento dovuto
alle forze esterne K & un infinitesimo di ordine superiore, il momento
risultante agente sull’elemento & dM + [dIF]. All’equilibrio deve
aversi

dM -+ [dIF] = 0.

Dividendo per dl e osservando che %=t & versore tangente alla
sbarra (considerata come curva geometrica) si ha
o =1Fy. (19,3)

Le (19,2), (19,3) costituiscono il sistema completo delle equazioni

di equilibrio di una sbarra arbitrariamente incurvata. ,

~ Se le forze esterne che agiscono sulla sbarra sono forze concen-

trate, ciod applicate in punti isolati, le equazioni di equilibrio si
___semplificano considerevolmente mnegli intervalli compresi tra i _

punti di applicazione di tali forze. Quando K = 0, la (19,2) da

F = cost, (19,4)

ciod gli sforzi interni sono costanti lungo la lunghezza di ciascuno
dei tronchi in questione. Per fissare i valori di queste costanti, si
osservi che la differenza F, — F; dei valori della forza in due punti
1 e 2 & uguale a : :

F, — F, = DK, (19,5)

dove la somma & estesa a tutte le forze applicate al tronco che va
dal punto 7 al punto 2. Notiamo che in F, — F; il punto 2 é quello
pit distante dall’origine delle lunghezze (cioé dell’arco ). Questa
osservazione & essenziale nella determinazione dei segni nella (19,5).
Chiaramente se la sbarra & sottoposta ad una forza concentrata f
agente su un’estremita libera, F & costante su tutta la sharra, ed é
uguale ad f.

Anche la seconda equazione di equilibrio (19,3) si semplifica.
dl
a
fissato ad un punto arbitrario della sbarra) e integrando, si ha (essen-
do F costante)

Scrivendo t = =‘% (r & il raggio vettore spiccato da un punto

M = [Fr} = cost. ' (19;6)
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Se non vi sono forze concentrate e la sbarra & sottoposta soltanto
a momenti concentrati (ciod a coppie di forze concentrate) & F = cost
Jungo tutta la sbarra ed M subisce nei punti di applicazione delle
coppie concentrate salti pari ai momenti di queste.

Consideriamo ora la questione delle condizioni ai limiti, alle
estremitd della sbarra. Si presentano diversi casi. '

Un estremo della sbarra & detto incastrato (fig. 4, a, pag. 64)
se non & suscettibile di spostamenti, né longitudinali né laterali,
e se inoltre la tangente alla sharra in questo estremo non puo variare.
In tal caso le condizioni ai limiti consistono nel fissare i valori
delle coordinate dell’estremo e del versore tangente t in questo
punto. La forza ed il momento della reazione si ottengono risolvendo
le equazioni di equilibrio.

Un altro caso & quello in cui la sbarra & libera in un suo estremo
che ha coordinate e direzione arbitrarie. Le condizioni ai limiti si
esprimono nel fatto che la forza F ed il momento delle forze M sono
ivi nullib).

Se I'estremitd della sbarra & articolata, questa non puo spostarsi,
ma pud variare di direzione. Il momento delle forze che agiscono
su tale estremitd che pud ruotare liberamente & nullo.

Se infine la sbarra & poggiata in un punto (vedi fig. 4, b), essa
pud scivolare ma non pud spostarsi trasversalmente. La direzione
di t e la posizione del punto d’appoggio della sbarra non sono allora
dati; il momento delle forze nel punto d’appoggio deve essere nulio,
poiché la sbarra pud ruotare liberamente, e la forza F deve essere
perpendicolare alla sbarra, perché una componente longitudinale
continuerebbe a far slittare la sbarra sul suo punto d’appoggio.
~ Sarebbe facile continuare a stabilire nello stesso modo le condi-
gioni ai limiti per altri tipi di vincolo per la sharra, ma ci limiteremo
ai casi indicati. ,

Abbiamo gia detto all'inizio del precedente paragrafo che una
flessione forte di una sbarra di sezione arbitraria comporta in gene-
rale una torsione, anche in assenza di momenti di torsione. Fa ecce-
zione il caso in cui la flessione avviene nei suoi piani principali;
in tale circostanza la torsione & assente. Una sbarra di sezione cir-
colare si piega senza torcersi (ovviamente in assenza di momenti di
torsione). E facile convincersene; la torsione & determinata dalla
componente Q = (Qt) del vettore calcoliamone la derivata

rispetto alla lunghezza della sbarra. Notiamo che Q = % , quindi

aQ

d _ M o dt

1) Se all’estremitd libera & applicata una forza f, la condizione al limite
per F diviene ovviamente F =T.
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Sostituendo la (19,3), il primo termine del terzo membro é zero,
talché ;
Y
C—dl =1\17ﬂ-.
Per una sbarra circolare I, = I, = I; ixi_'virtﬁ delle (18,3), (18,6),
si pud scrivere per M :

M=E1[t &)+ ice;. (19,7
Moltiplicando per % i due termini si annullano e quindi
aQ
@ =0
pertanto
Q; = cost. (19,8)

by

Resta cosi dimostrato che 1’angolo di torsione & costante lungo la

sbarra. In assenza di momenti torcenti alle estremita, Q; é nullo e,

quindi, come si era annunciato, ¢ nulla ovunque la torsione.
Per una sbarra circolare in flessione pura si pud scrivere

M= 27t d—t] —EI [-‘;—;%] (19,9)

Sostituendo questa espressione nella (19 3), si ottiene 1equaz1one
della flessione pura delle sharre di sezione circolare nella forma

dr d3r dr
EI[ 2 dl3] [Fjﬁ- , (19,10)
PROBLEMI

1. Ricondurre a quadrature il problema della determinazione della forma
di una sharra circolare (verga elastlca) fortemente flessa in un piano, sotto
I’effetto di forze concentrate.

Soluzione. Consideriamo un tronco di sbarra tra due punti di applicazione
delle forze; su un tale tronco F = cost. Prendiamo il piano della flessione come:
piano z, y e 'asse y parallelo ad F. Sia 0 I'angolo tra la tangente alla sharra

e l'asse y. Allora %—Sen 0, = co08 0, z e y essendo le coordinate dei punti

dl
della sbarra valuppando i prodotti vettoriali nella (19, 10), si ottiene ’equa—
zione di O come funzione della lunghezza dell’arco I:

d20

IE W—F sen 0=0.

Una prima integrazione fornisce

IE ¢ d9
T( i ) -+ F cos O=c¢,,
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quindi -

/IE do :

= _"‘: — S —_—— Co. 1
V 2 y;lfcl—FcosG—l_:z @

La funzione 0 (!) pud essere espressa per mezzo di funzioni ellittiche. Per le

coordinate z = 5 sen 8'dl, y= 5 cosOdl si ha

z= —11;7- V'2IE Ve;—F cos 0 cost,

1B cos 0 9 -
== /—— S ———————-}-cost. . 2
p==x 2 Ve,—Fcos 0 + @
il momento M (19,9) & diretto come z e vale
) 0
M=IE o

5 Trovare la forma di una sbarra fortemente flessa, con una delle sue
estremitd incastrata, 1'altra libera, sottoposta all’azione di una forza f normale
alla direzione della sbharra non deformata (fig. 15).

Fig. 15

Soluzione. F = cost = f lungo ttitta la 'sbarra.  Nell’estremita incastrata
{I=0)0= —;L e nell’estremitd libera (I=L, ove L & la lunghezza della sbharra)

M =0, é:ioé 9’ = 0. Introducendo la notazione 8, = 0 (L), si ha nella (1) ¢, =
== f cos 0;: ) '

7
1/ IE S 40
2f 4 Y cos Gg—cos 6

Se ne deduce 1’equazione che determina 6,

do

2f ) VcosBo—cos0

[l
fl
~
Gy
Sty NI Q
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La forma della sharra & data dalle

=V

VE

3. Stesso problema con f, forza applicata all’estremita hbera parallela
alla direzione della sbharra non deformata.

/2IE 2115

(V cos6p— Vcos 8, —cos 6),

cos 6 df
V cos 8p— cos 6

I

y

@t—st0] 8

N\

Fig. 16

~. _ Solugione. Si ha F = —f (gli assi sono scelti come nella flg 16). Condizioni
ai limiti: 0 = O per I = 0, 8’ =.0 per = L. Si ha

.9
l=]// IE S do
2 / V cos0—cos 0y
dove 83=0 (L) si deduce da

L]/ Smsg___e_—;

—cos0p "
Si ottiene per z e y

= l/ UE (V T—cos 0,— V cos 6—cos By),

3]
- c0os0d0. -
b= V 2f~ Y cos0—cos By
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Se la flessione & debole, 83 € 1, si pud scrivere

— 6o —_
: IE do o,/ IE
Lz B il Wy ———e——g ==—2— ]/ —,
) vei—o f
ciod 0, scompare da questa soluzione. Questo mostra che, in accordo con i Iz‘iSUI—
. . . . . nilE

tati generali del problema 3, § 24, la soluzione ricercata esiste solo se f > Iz
quando la stabilitd della configurazione rettilinea & svanita.

4. Stesso problema; le estremitd sono incastrate, la sbarra & sottoposta aq
una forza f pel suo punto di mezzo. La lunghezza della sbarra tra i punti di
appoggio & L.

Soluzione. Scegliamo gli assi come nella fig. 17..La forza F & costante su
ciascuno dei due tronchi AB e BC e su ciascuno di questi & normale alla sharra

Fig. 17

nei punti di appoggio, che sono rispettivamente A e C. La differenza tra i valori
di F su AB e su BC & uguale ad f, quindi ne consegue che F sen O;=— —g- sudB,
0, essendo 1'angolo tra 1’asse y e la linea AC. In 4 (I = 0) si hanno le condi-

zioni 0 = -g'— e M = 0, ciod 6 = 0, talché su AB

14
_ 2 R
__'I/ 5 sen 0, ———VEE;G s = —F cos 0,
0

T
R

y=‘l/£sfen—eo-s '/ cosede_
[}

L’angolo 6, & determinato dalla condizione che la proiezione dell’arco AB

sulla retta AC sia 52-0 ; 8¢ ne deduce -

J

P)
Ly o/ IEsen® - cos(6—6)
e GS 2.

V sen 0

0
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La derivata .dT (f & considerata come funzione di 0,) si annulla e diviene quindi

. . b4 .
positiva per un certo valore di 8,, compreso tra 0 e 5 ise 0, continua a decrescere

{crescendo la freccia), f decresce. Questo significa che la soluzione ottenuta di-
viene instabile, la sharra si incurva tra i sostegni.

5. Ricondurre a quadrature il problema della flessione forte sghemba di
una sharra sottoposta a forze concentrate.

Soluzione. Consideriamo un tronco di sharra tra i punti di applicazione
delle forze, dove F = cost. Integrando la (19,10) s{ha

B [-25 T5 |=(Frl 4 oF. )

La costante d’ 1ntegraz10ne & scritta nella forma di un vettore cF collineare con F,
“poiché, con un’opportuna scelta dell’origine, cioé aggiungendo ad r un certo
vettore costante, si pud fare scomparire un vettore addltlvo, perpendlcolare
ad F. Prendendo il prodotto scalare e vettoriale della (1) con r’ (I’ aplce sta ad
m(};care la derivazione rispetto ad I) ed osservando che r'r” = 0 (poiché r'? = 1),
si ha

Flrr'] + cFr' =0, EIr" = [[Frir'] 4 ¢ [Fr'].
In coordinate cartesiane (asse z lungd F).

(xy’ — ya') +ies" =0, EIz" = —F (zz' + yy').
Introducendo coordinate cilindriche r, @, z, si ha

r2¢’ + ¢z’ = 0, EIz" = —Frr'. (2)

La seconda equazione da '

V==, ®

ove A & una costante. Qombinando le (2),.(3); con D’identita

e

si ottiene
r dr

r2 r2 c2 ( r2 F
l/- ( ) ) 4E212
dopodiche da].le (2) e (3) Si deduce

dl=

?

e F S (A—r%rdr
~ 2EI i ) ’
]/r2 -~ 45212 (r24-c?) (AT-—‘rz)2
cF \' (A—r2) dr

¢=—2E1 v l/-z e 2 2 2)2
r rz— WRIE (r24-c?) (A—r?)

che determinano la forma della sbarra curvata.

. 6. Una sbarra di sezione circolare & sottoposta a torsione (angolo di torsione

T) e curvata ad elica. Determinare la forza ed il momento delle forze che debbono

essere applicate alle estremitd della sharra per mantenerla in tale stato.
Soluzione. Sia R il raggio del cilindro su cui & avvolta 1’elica (asse z come

asse del cilindro), o l'angolo formato dalla tangente col piano z0y. Il passo

dell’elica si esprime tramite » = 2xR tg a. L'equazione dell’elica &

z=Rcosgp, y=Rsengp, z=¢Riga
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(¢ & I'angolo di rotazione attorno a z). L’elemento d arco & dl = c_olsz?x_ dp; sosti-

tuendo queste espressioni nella (19,7), calcoliamo le componenti di M, quindi,
tramite la (19,3), la forza F (costante lungo tutta la sbarra). Si trova infine che F
& diretta lungo z ed ha intensita

sen o ET
F,=F=Crt I ——chosﬁocsena.

Il momento M ha una componente lungo z
M,=Cgtsen oc—l—-E% cos®a

e una componente M, diretta in ogni punto della sbharra come la tangente alla
circonferenza della sezione trasversale del cilindro: 47, = FR.

7. Trovare la figura d’equilibrio di un filo elastico (con resistenza alla
flessione trascurabile, confrontata con quella opposta alla trazione) sospeso
nel campo di gravitd per due punti.

Soluzione. 11 piano z, y ¢ il piano del filo, 1’asse y I’asse verticale diretto

verso il basso. Si pud trascurare iidl\;[— nella (19,3) poiché M & proporzionale
a EI. Allora [Ft]=0, cioé F & in ciascun punto collineare a t: F=Ft.

’ . N d dz \ _ d dy \ __ s s
L’equazione (19,2) da ora v (F”ﬂ-) =0, o (F 7[—) =gq, dove ¢ & il peso

del filo per unita di lunghezza, e quindi F—Z%:c, F%‘ll/—=ql. Se ne deduce
F=V 1 ¢ e quindi
d_ 4 dy_ 1
AT yarre a - VA
(con A=%) . Integrando
xf_—AArsh%, y= VA2+l2

da cui segue

y=4 ch—%—,

che & D’equazione della catenaria. La scelta dell’origine e della costante A4 &
assegnata dai due punti di sospensione e dalla lunghezza del filo.

'§ 20. Flessione debole di una sbarra

Le equazioni di equilibrio si semplificano notevolmente nel
caso di rilevanza pratica in cui la flessione della sharra sia debole.
Parleremo pidG precisamente di flessione debole allorché il vettore
tangente t varia lentamente secondo la lunghezza della sbarra;
ciod se Z—; ¢ piccolo. In altri termini, il raggio di curvatura della
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sbarra piegata deve essere, in ogni punto, grande rispetto alla sua
lunghezza. Come conseguenza la flessione che la sharra subisce
risulta piccola rispetto alla sua 1unghezza Ma osserviamo che qui
non si richiede che la flessione sia piccola rispetto allo spessore,
come avevamo imposto nella teoria approssmlata della flessione
debole delle lamine (vedi §§ 11 e 12)1).

Si derivi la (19,3) rispetto ad I

=T+ FE] (20,1)

Il secondo termine, che contiene la quantita piccola d_lt’ di selito

omesso (fanno eccezione alcuni casi che esamineremo separatamente
. . . . . aF . -
piG avanti). Sostituendo nel primo termine = —K, si ottiene

1’equazione di equilibrio nella forma
W-[tK] . (20,2)

‘Scr1v1amo I’equazione secondo le componenti, utilizzando le (18,6),
(18,9):
M, = —EIIY" M, =EIX", M,=0 (20, 3)

(il segno di derivazione & rispetto a z) Si suppone t alhneato con
I'asse z; allora dalla (20,2) si ha ,

ELX" —K,=0, ELY" —K,=0. (20,4)

Queste equazioni determinano le frecce X ed Y in fun-zione di z,
ciod la forma della sbarra debolmente flessa.

Per quanto riguarda la forza F degh sforzi 1ntern1, che agisce
su una sezione frasversale, questa pud essere espressa mediante le
derivate di X e Y. Sostituendo la (20,3) nella (19,3)¥Fsi ha

7, = —EI,X", F, = —EL,Y". (20,5)

Si vede che le derivate seconde determinano il momento delle forze
degh sforzi interni, le derivate terze le forze stesse. La forza (20,5)
& detta sforzo di taglzo Se la flessione & dovuta a forze concentrate,
lo sforzo di taglio & costante su ogni tronco definito dai punti di
applicazione delle forze ed ha in ognuno di tali punti una discon-
tinuitd pari al valore della forza esterna applicata.

1) Non esporremo qui la teoria della flessione per sbarre che nello stato
naturale sono curvate, limitandoci agli esempi semplici che vengono esposti nei
problemi 8 e 9, alla fine del paragrafo.
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Le quantitd EI, ed EI, sono dette rigidita alla flessione rispetti-
vamente nei piani z, z e y, z1). :

Se le forze applicate alla sbarra agiscono in un piano, anche la
flessione avviene in un piano, ma in generale questi due piani non
coincidono; determiniamo 1’angolo che formano. Sia « 1’angolo
tra il piano delle forze ed il primo piano principale di flessione
(piano z, z). Le equazioni di equilibrio si riscrivono

Il/’__ﬂ " ___ Sen o
X ~—]2EK, Y—IIEK'

Le due equazioni differiscono solo per il coefficiente di K, quindi
X ed Y sono proporzionali

Y=X %”— tga.
. 1
L'angolo © tra il piano di flessione ed il piano z, z ¢ definito da
I
tg6=1—:tga. (20,6)
Nel caso di una sbarra di sezione circolare I, = I,, o =8, ciod
1a flessione avviene nel piano d’azione delle forze. Lo stesso avviene

per una sbarra di sezione arbitraria, quando o = 0, cioé se le forze
giacciono nel piano principale. Per la grandezza della freccia

si ha l'equazione
Er"=kg, I Ll

V IZ cos? o} I3 sen? o

(20,7)

1) In determinate condizioni ai limiti la flessione di una lamina sottile
& 'ugualmente descritta da un’equazione del tipo

DX"" — Ky = 0. (20,48)

Si consideri una lamina rettangolare (di lati a, b e spessore h) fissata lungo
i lati a (paralleli all’asse y) e piegata secondo i lati & (asse z) da un carico uni-
forme lungo I'asse y. Nel caso generale in cui a e b sono arbitrari, la flessione
della lamina & determinata dall’equazione bidimensionale (12,5) con le condi-
zioni al contorno corrispondenti sui bordi incastrati e sui bordi liberi. Nel caso
limite @ > b si pud considerare la deformazione uniforme lungo y, e I'equazione
dell’equilibrio a due dimensioni si riduce ad un’equazione della forma (20.4a)
dove il coefficiente di rigiditd & dato da

Ehda
13 (1 —0%)

L’equazione (20,4a) & valida anche nel caso limite opposto a < b, la lamina
venendo assimilata ad una sbarra di lunghezza b e sezione rettangolare (lati
a ed h); corrispondentemente .

D=
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Lo sforzo di taglio F & contenuto nello stesso piano di K e vale
F = —EIt". (20,8)

La quantita I gioca il ruolo di « valore efficace » del momento d'iner-
zia della sezione della sbarra. ,
Scriviamo esplicitamente le condizioni ai limiti per le equazioni
di equilibrio di una sharra debolmente flessa. Se la sharra ha un’e-
stremita incastrata, si avrd X =Y =0 e inoltre X’ =Y’ =.0
(tangente invariabile). Dunque le condizioni sono -

X=Y=0 X =Y =0. (20,9)

Per quanto concerne la forza ed il momento delle forze di reazione
nei punti d’appoggio, questi sono definiti, nota la soluzione, tra-
mite le (20,3) e (20,5). '

Quando la flessione & abbastanza debole, per quanto concerne le
condizioni ai limiti, le situazioni di appoggio puntuale e di artico-
lazione sono equivalenti. Nel primo caso lo spostamento longitus
dinale del punto d’appoggio della sbarra & una grandezza del secondo
ordine rispetto alla freccia e pud quindi essere trascurato. Allora
le condizioni di annullamento dello spostamento trasversale e del
momento delle forze si serivono :

X=Y=0, X' =Y =0 (20,10)

Per la direzione dell’estremita della sbarra e la forza di reazione
all’appoggio, esse si determinano risolvendo le equazioni. .

Infine, nel caso di estremo libero, devono essere ivi nulle sia la
forza F che il momento delle forze M. Come conseguenza delle (20,3) -
e (20,5), questo implica :

X/l — Y” — 0’ ,X’” — Ym — O (20,11)

(se c’é una forza concentrata applicata all’estremo libero, F non &
nulla, ma uguale a questa forza).

Non e difficile estendere le equazioni (20,4) al caso di sbarre di
sezione variabile. In questo caso i momenti d’inerzia sono funzioni
di z. Le formule (20,3), che determinano i momenti delle forze in
ogni seziome data, restano immutate. Sostituendole nella (20,2)
si perviene a

3 Y — X
EL; (ziqﬁ):[{y, E iz (L) =K. (20,12)
in cui Iy e I, non possono essere portati fuori del segno di deri-
vata. Per quanto riguarda lo sforzo di taglio, si ha

Fe=—E-L (12%) ,  Fy=—EL (11%1_‘2’) . (20,13)

Torniamo alle equazioni (20,1). Anche nel caso della flessione
debole possono sussistere circostanze in cui 1’omissione del secondo
termine nel secondo membro risulti illegittima. Cio avviene quando

80630
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la forza degli sforzi interni che agisce lungo la sbarra & notevole,
ovverosia F, & grande. Una forza siffatta si origina generalmente
quando sulle estremitd della sbarra agiscono forze di trazione rile-
vanti. Sia F, = T la tensione longitudinale costante. Se la sbarra &
fortemente compressa, e non tesa, 7 & negativa. Sviluppando il

prodotto vettoriale [F Z—;] , dobbiamo conservare solo i termini in
cui appaia T, mentre, come si & fatto precedentemente, i termini
in F, e F, possono essere omessi. Sostituendo al vettore % le sue

componenti X”, Y”, 1, si hanno le equazioni di equilibrio nella
forma =
. . IZEXI/II,_ TX/I . K — O, RN

IlEY”” . TY/I — K: — O. (20,14)

Si vengono ad aggiungere alle espressioni (20,5) dello sforzo di taglio
i termini dati dalle proiezioni sugli assi z ed y della forza T colli-
neare con t: -

Fo= —EIX" + TX', F,=—ELY"+ TY'. = (20,15

Queste formule possono essere dedotte direttamente dalla (19,3).

Una grande forza T pud, in certi casi, essere generata dalla fles-
sione stessa, anche in assenza di speciali forze di trazione applicate.
Qi consideri il caso di nna sharra con estremitd incastrate o artico-
late, senza possibilitd di spostamento longitudinale. Nella flessione
la sharra si allunga, quindi appare la forza 7. Si valuta facilmente la
freccia in corrispondenza alla quale detta forza acquista rilevanza.

La lunghezza L + AL della sharra flessa & data dall’integrale
. . v

L4+AL= S~V1+X;2+Y’2dZ'

0

preso su una retta che congiunge i punti di appoggio, Se la flessione
& debole, si pud usare per l'integrando la formula di Taylor e si

ottiene per l’allungamento AL: ; :

L
A 1 ! rt
AL = S (X2 Y dz.
S
La forza d1 tensione che risulta da una fféz'ione sem,pzlicdé»ug{la‘l‘e
al prodotto dell’allungamento relativo per il modulo di Young e
per la:sezione-S. della sbarra. Allora per I 'si ha *-
L ‘

CES [ g, vem g
T=gp] EeYTa @

<
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Se 1’ordine di grandezza della freccia & §, le derivate X’ e Y!
sono dell’ordine di %, quindi I'ordine di grandezza dell’integrale

nella, (20,16) & 3L =%, o T~ ES ()2, 1 rispettivi ordini di

grandezza dei primi e ‘secondi termini nelle (20,14) sono IE_I?T e
T 'Z% ~ ES—E—Z— . 11 momento di inerzia I ~ Ly e S ~ h? dove h
& 1o spessore della sharra. Sostituendo, si deduce che i primi e secondi
termini nella (20,14) diventano confrontabili quando

8~ R R

Quindi, quando una sharra ad estremi fissi si flette, si possono usare
le equazioni di equilibrio nella forma (20,4) solo se la freccia &
piccola rispetto allo spessore della sbarra. Nel caso opposto (ma
ovviamente sempre nelle condizioni § < L), si dovra far ricorso alle
(20,14). La forza T in queste equazioni non & assegnata a priori;
nel risolvere tali equazioni 7 & dapprima considerata quale un para-
metro. Ottenutala soluzione, che dipende ovviamente da T, quest’ul-
tima viene determinata tramite la (20,16), ciod resta cosi assegnata
dalle forze di flessione applicate alla sbarra. :
Si ha un altro caso limite allorché la resistenza della flessioné
€ piccola rispetto alla resistenza alla trazione, e quindi nelle (20,14)
possono trascurarsi i primi termini rispetto ai secondi. Questo caso
si realizza fisicamente o con una tensione molto forte, o anche quando
EI & molto piccolo, per esempio perché 4 & piccolo (le sbarre forte-
mente tese sono dette corde). In questo caso le equazioni di equi-
librio diventano : ‘

TX"+ K, =0, TV 4+ K, =0. (20,17)

Dire che le estremita della corda sono fisse significa dire che ne
sono .assegnate le coordinate . =

X=Y=o0. S 20,18)

Per quanto concerne la direzione delle estremita, questa non pud
essere assegnata arbitrariamente, ma & assegnata dalla soluzione
delle equazioni. .~ == . L SR
Le espressioni delle equazioni di equilibrio di una sbarra debol.
mente flessa possono essere dedotte da un principio variazionale
utilizzando 1'espressione (18,10) dell’energia elastica:

+

P =§ S(Iif’fz—l—ylzX”z) da.

AlVequilibrio 1a somm i tale vﬁénergia, e. dell’energia potenziale

delle forze esterne K agenti sulla sbarra deve assumere un minimo,

8*
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cioé
F gy — S (K 5X +K,8Y)dz=0

(il secondo termine & il lavoro delle forze esterne in uno spostamento
infinitesimo della linea della sbarra). Variando Fg, si integra due
volte per parti:

o[ xar= [X6X dam x'0X" |-
— § X"'8X' dz = X"8X' |[—X""6X |+ S X"8X dz
e analogamente per l'integrale di Y"2. Si ottiene cosi
S (EIY" —K,) 8Y + (EL,X" — K,) XTdz+
L EL, (Y'SY' —Y"8Y)| LEL, (X"8X’ — X"8X) | =0.

Le variazioni 8X, 8Y sono arbitrarie, quindi dai termini integrandi
discendono le equazioni di equilibrio (20,4), mentre i termini inte-
grati danno le condizioni ai limiti; cosi, nel caso di estremita libere,
le variazioni 86X, 6Y, 6X’, 8Y” sono arbitrarie e si ritrovano le con-
dizioni (20,11). Nello stesso tempo, i coefficienti di 86X e Y in
questi termini danno le espressioni (20,5) per ie componenti deilo
sforzo di taglio ed i coefficienti di 8X' e 8Y" le espressioni (20,3)
per le componenti del momento flettente. :

Infine, si possono ottenere mnello stesso modo le equazioni di
equilibrio (20,14), in presenza di una forza di trazione T, aggiungendo
all’espressione dell’energia variata la quantita

TAL=+ ((X'24+Y"2)ds

che rappresenta il lavoro compiuto da I in un alluﬁgamento AL
della sbarra.

PROBLEMI

{. Determinare la configurazione che una sbarra assume sotto 1'azione
del suo peso, in funzione delle diverse modalita con cui si esplicano i vincoli
sulle sue estremita. La lunghezza della sbarra & I.

Soluzione. La configurazione ricercata & assegnata dalla soluzione dell’equa-
zione

C'Il'___ q

EI

(g & il peso per unitd di lunghezza della sbarra), con le condizioni ai limiti for-
mulate nel testo. Secondo il modo in cui le estremita della sharra sono vincola-
te, si ottengono le forme seguenti ¢ relativi spostamenti massimi (frecce); 1’ori-
gine & fissata in una delle estremita.
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a) Due estremitd incastrate: v
g_ q - Zg(z_l)2 C(_l_)=_1__q_l4,
" 24ET ’ 2 384 EI °
b) Due estremitd poggiate:
S SR AP gﬁ=JLﬂ:
b= 2 AR, Uy ) =3 BT

¢) Una estremitd (z = I) incastrata, I’altra (s = 0) poggiata:

—_ 91 3. 27,2 1 13y ‘ _ gl
C=—ggpr * @8l +1%), £(0,420)=0,0054 -
d) Una estremitd (z = 0) incastrata, P'altra (z = I) libera:
—_ q 20,2 2 _—_1— ql4
C=—ppT 2 (2 —dlz+602), L) =g

2. Determinare la configurazione che una sbarra assume allorché é sotto-
posta all’azione di una forza concentrata f, applicata nel suo punto centrale.
" Soluzione. Si ha ovunque, eccetto che nel punto z = /2, I'equazione §"” = 0.
Le condizioni ai limiti (z = 0 e z = I) sono determinate dal modo in cui sono
realizzati i vincoli; nel punto z = I/2 1e L, {’, {” debbono essere continue e la
differenza tra i valori dello siorzo di taglio F = —EIf", dall’'una e dall’altra
parte di questo punto, deve essere uguale alla forza f. .

La forma della sharra (nel tratto 0 <C z'<C 1/2) e la freccia sono date dalle
formule seguenti.

a) Estremita incastrate:

b= @l—40),

48ET

e
)‘ 192E1 °

|~

b) Estremita poggiate:

f Iy B8
C=grr 2P —4"), e ('i) “%8EI -

La forma della sbarra & simmetrica rispetto al centro, pertanto la funzione
¢ (2) pel tratto U/2 < z << I si deduce dalle precedenti con la sostituzione z —
-1 — 2.
3. Stesso problema per una sbarra in cui una estremita (z = 0) & incastrata
e l'altra (z = [) é libera e sottoposta ad una forza concentrata f. 4 o
Soluzione. Lungo la sbarra” si ha F = cost = f, talché {"’ == —f/EI. Con
le condizioni { =0, ¢ = O per z=0¢ "= 0 per z = I, si ha

t=—l 22 (3—2) cm=-2

6E1 ’ 2EI °

4. Determinare la forma assunta da una sbarra con estremita incastrate,
sapendo che & sottoposta nel centro all’azione di una coppia concentrata.

Soluzione. Lungo tutta la sbarra si ha {’’"” =0 e nel punto z= /2 il momen-
to M = EI{” subisce una discontinuita pari al valore m della coppia concentrata
applicata. Si ha:

a) estremitd incastrate:

m ) |
(=5 22(1—2%) per 0<:z<I2,

L= — g U—2?[1—20—2)] per 2<z<y;
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b) estremitd articolate:

=gy s (B4 per 0<a<Ip,

" | ,
b= —ggpry (=9 P—40—2% per 12<:<L

La sbarra si incurva in.senso opposto da una parte e dall’dltra del punto z =
— l . . . e B : iy : . . " .

5. Stesso problema sapendo che la coppia eoncentrata & applicata all’estre-
mita libera della sharra, mentre ’altra estremitd & ineastrata:

Soluzione. Lungo tuita la sbarra M = EI{" = me nel punto z = 0, ¢ = 0,
¢’ = 0. La forma ¢ definita da : : ‘

6. Trovare che forma assume una sbarra’di sezione circolare; con estremita
articolate, quando & sottoposta ad una forza di trazione 7 e ad una forza di
flessione f, applicata nel centro. SR ‘ )

Soluzione. Lungo il tronco 0 <z << I/2 lo sforzo di taglio & ugualé“a §/2,
talché dalla (20,15) segue ‘ ‘

mb L r f
4 T EI C'—_ZEI"

Le condizioni ai limiti: =0, {' =0 per z=0, I; {'=0 per z = I/2 (in virtd
della continuitd di Z’). Si ottiene 1'equazione che determina la forma della
sbarra (sul segmento 0 <Cai<<U/2) : ‘

o k sh kz , T
€='_' g e e , k . .
2r ( kch —];l ) kI

Per piccoli valoril di k, questa espressione si riduée a quella dedotta nel pro-
blema 2, b). Per grandi valori di % diviene

- F s
b= T
ciod, in vista delle (20,17), un filo elastico sottoposto. alla forza f assume la forma
di una spezzata con massimo in z = I/2. o v .
Se la forza T proviene dalla trazione della sharra che risulta dall’applica-

zione della forza trasversale, bisogna ricorrere alla (20,16) per determinarla.
Sostituendo in questa l'espressione ottenuta, si ha

1 r3, 1,k 3 . k_8EM
k“._2+2th 2 klt'h2] f2S
che assegna T in funzione di f.

7. Una sbarra indefinita, di sezione circolare, & sostenuta da una base ela-
stica, cioé a dire che a seguito di una deformazione essa subisce una forza K =
= —aqa{, proporzionale alla deformazione stessa. Si determini la forma che la
sbarra assume a seguito dell’applicazione di una forza concentrata . . .

. Soluzione. Assumeremo come origine delle coordinate il punto di applica-
zione di f. Si ha allora ovunque, salvo che in z = 0,

EIC”” — '—CC;.
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La soluzione deve soddisfare alle condizioni ai:limiti { (d-o0) == O ed inoltre
¢’ e L debbono essere continue in z == 0; per quanto riguarda la discontinuitd
dello sforzo di taglio F = —EI{" ' in z = 0 essa deve essere uguale ad f. Una
soluzione cosi determinata & data da

o

= S[S'ZEI Bzl [cosﬁlz[-}—sen?]zll, ﬁ=(m)1“.

8. Dedurre l'equazione dell’equilibrio di una sbarra sottile (di sezione
circolare) debolmente flessa, sapendo che la sua forma naturale é un arco di
cerchio e che la flessione si effettua nel piano della sbarra, sotto I’azione di
forze radiali.

Soluzione. Scegliendo D’origine delle coordinate polari r, @ nel centro del
cerchio, scriviamo 1'equazione della sbarra deformata nella forma r = a -+
2 ¢ (@), ove a & il raggio del cerchio e { lo spostamento radiale dovuto alla
flessione. Esprimendo il raggio di curvatura in coordinate polari, arrestandoci
ai termini del primo ordine in g, troviamo

1 222 4 LY

(I’operazione di derivazione & relativa a @). Dalle (48,11) si ha per l’energia
elastica di flessione , :
@9 Qg

EI 1 1\2 .. EIl.{..
Fsh'-‘—?:— S (-f'-?) e do= 58 S (L4072 de,
0 : -0
‘zliovnl: .
®o
O6Fgp— S 8CK,a dC])f.—‘O
)

(K, & la forza radiale esterna per unitd di lunghezza), con la condizione supple-
mentare ) ’
Do

S {do=0

0

che, nella presente approssimazione, esprime la condizione di invarianza del
perimetro della sharra, ciod 1'assenza di variaziome della lunghezza totale.
Utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, si ha

Qo Qg )
SFgp— 5 oK, 6% dp+ o S 8% dp="0,
0 0

ove o & una costante. Effettuando la variazione ed integrando quindi ripetuta-
mente per parti il termine in 87", otteniamo

[ [2F o +v—akitaa |t do+

+ B ererer |~ @+ |=.Q: —
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L’equazione di equilibrio & dunque®)
\ EI rrer
— """ +28+ D) — K Fa=0, = &)
a
1’espressione dello sforzo di taglio
EI,, ,
P=—Z5 (T +E,
D’espressione del momento flettente

B e+

(cfr. fine del § 20). La costante o si determina a partire dalla richiesta di inva-
rianza della lunghezza totale della sbarra.

9. Trovare la deformazione di un anello circolare sottoposto all’azione di
due forze concentrate diametralmente opposte (fig. 18).

M=

Fig. 18

Soluzione. Integrando l’equazioné (1) lungo la circonferenza dell’anello,
si ha

2nae= S Ko do=2f.

Ovunque, eccetto che per ¢ = 0 e ¢ = , si ha 1’equazione (1) con K, = 0:
;IIII‘ 2@// fa3 _0
"2 et =0

La deformazione cercata & simmetrica rispetto ai diametri AB e CD, quindi
deve aversi {’ = 0 in 4, B, C, D. La differenza dei valori dello sforzo di taglio
per ¢ — =0 deve essere uguale ad 7. La soluzione dell’equazione di equilibrio
che soddisfa queste condizioni &

)

T 1 - 1 ‘
=5 (?+ancosq>———cos @— sen cp) , I<oxm

8

) In assenza di forze esterne K,=0 e a=0; le soluzioni non nulle
dell’equazione omogenea dedotta corrispondono ad una rotazione o ad una tra-
slazione della sbarra. :
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Allora i punti 4 e B si avvicinano 1'uno all’altro:di

RO+ @I=E (F-2),

§ 21. Stabilita dei sistemi elastici

Il comportamento di una sbarra sottoposta all’azione di forze
di compressione longitudinali & un esempio semplice dell’importante
fenomeno dell'instabilita elastica, scoperto da Eulero.

In assenza di forze trasversali esterne di flessione K, e K,,
le equazioni di equilibrio della sbarra compressa (20,14) hanno Ia
soluzione X =Y = 0, corrispondente alla forma rettilinea della
sharra, sottoposta ad una forza longitudinale | ' |. Ma questa solu-
zione di equilibrio & stabile solo se la forza di compressione | T |
si mantiene al di sotto di un certo valore critico T¢py;. Finché
| T | << Te¢pt, la forma rettilinea della sbarra & stabile rispetto
a piccole perturbazioni arbitrarie. Detto altrimenti, se la sbarra si
incurva un poco sotto 1'effetto di un’azione debole, di natura qual-
siasi, essa tende a ritornare nello stato iniziale quando questa forza
cessa.

Al contrario, se | 7' | > Ty, la forma rettilinea & una posizione
di equilibrio instabile. Se un’azione (una flessione) arbitrariamente

— piccola perturba 'equilibrio, la sbarra si piega fortemente. E allora

evidente che la sbarra compressa non pud che restare incurvata.
Dopo che la sbarra & divenuta instabile, il suo comportamento deve
essere descritto dalle equazioni della flessione forte. Tuttavia, il
valore del carico critico 7.y pud essere dedotto dalle equazioni
della flessione debole. Per | 7' | = Tyt la configurazione rettilinea
corrisponde ad un equilibrio indifferente, ciod a dire, oltre ad X =
=Y = 0 debbono esistere altri stati di flessione debole che siano
stati di equilibrio. Allora si pud definire il valore di T¢yy; come
quel valore di | I' | per cui le equazioni .

ELX" 4+ |T|X"=0, EILY"+|T|Y" =0 (21,1)

ammettono una soluzione non nulla. Questa soluzione non nulla
definisce il carattere della deformazione cui la sbarra viene sotto-
posta, subito dopo la perdita di equilibrio. ‘

Qui di seguito trattiamo diversi casi tipici di perdita dell’equi-
librio dei sistemi elastici.

PROBLEMI

1. Determinare la forza di compressione critica per.una sbarra articolata
ai suoi estremi. '

Soluzione. Poiché ci interessa il valore minimo di |-T | per cui le equazioni-
(24,1) ammetitono una soluzione non nulla, basta considerare tra le due equazio-
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ni quella che corrisponde al minimo tra I, e I,; supponiamo I3 < Iy. Cerchiamo
‘1a soluzione dell'equazione EI,X""+ | T | X 7 = ( nella forma

X =A- Bz C sen kz -+ D cos kz,

con k= V| T |/[EI,. La soluzione non nulla, soddisfacente le condizioni ai
limiti X = 0, X" =0 per z = 0, 1, & . :
X = C sen kz

e si deve avere sen kI = 0. Se ne deduce che la forza critica &
’ - " w2El, :

Tertt=—7" -+

Alléntanatasi dall’equilibrio, la sbarra assume la configurazione braffig,urata
nella fig. 19, a.

Fig. 19

2. Eguale problema per una sbarra con estremitd incastrate (fig. 19, b).
2
Soluzione. Tprit:éitl_ff_g‘ .

3. Stesso problema per una sbarra con una estremitd incastrata e 1’altra

libera (fig. 19, ¢). :
. : n2ET

Soluzione. Tcr1t=7l2—2‘-
4. Trovare la compressione critica per una sharra di sezione circolare, con
estremi articolati e con base elastica (cfr. il problema 7 del § 20).

“Soluzione. Al posto delle (21,1) si ha I’equazione

EIX"" + | T{ X"+ aX = 0.

Uno studio analogo. conduce:alla soluzione

n n2E] ot
X=dsn——z  Ten="7 (»+ mopr ) -

Deve essere considerata solo quella che corrisponde ai valori interi di n per
cui Terit & minimo. Per o sufficientemente grandi si ha n >1, cioé dopo la
perdita di equilibrio la configurazione della sbarra ha diversi «ventri».

5. Una sharra di sezione circolare & sottoposia a torsione; le sue estremitd -
sono incastrate. Determinare il valore critico della torsione oltre il quale la
disposizione rettilinea diventa instabile.
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Soluzione, -I1 valore:critico dell’angolo di torsione & determinato dall’in-
sorgere di ‘soluzioni non' nulle delle equazioni di. flessione debole della sbarra
torta. Per stabilire queste equazioni, ‘sostituiamo Despressione (19,7)

: ‘ dt
M1 [ ¢ |+
(t & 1’angolo di torsione costante) nella (19,3); si ha
T @ '
El[t-a—l?]—l-c'vﬁ—[Ft]#O.
Deriviamo questa equazione: la flessione & débole, quindi nel derivare il primo

¢ il terzo termine si pud supporre t costante, uguale al} vettore t;, diretto
lungo I'asse della sharra (asse z). Ricordando che si & in assenza di forze

esterne longitudinali e quindi aF = 0, si qgttiene

dl
sty o a2t
El[to W]—I—CTW—O
ovvero o
Y X" = 0,
XIIII + %Y”’ — O’
con x= Z}j . Introducendo la funzione complessa §=X-{-i¥ si ha 1'equa-
____zione E/'1f — iukw =0. Cerchiamone la soluzione—che—seddisfi-allecondizioni———

E=0, & =0 per z=0, I nella forma &=a (1 ixz— ™) L bz2. Si ottiene come

condizione di compatibilitd delle equazioni rispetto ad a2 ¢ b ei"l=-§—i+:§— ,
quindi i;L:tg 9;_1 La piG piccola radice di questa equazione & %:4,49,

talché

-~ 8,98E1
Terit =T c¢r -

6. Stesso problema per una sbarra ¢on estremitd articolate.
% § 2 - b . .
Soluzione. Si ottiene qui E=a (1—e”‘z—%7 z“‘) + bz, dove x & definito
da =1, ciod ul—2n. Di donsegﬁenza, 1’angolo di torsione critico &

. omEl
Terit= o1

7. Determinare il limite di stabilitdh di una sbarra verticale sottoposta

all’azione del proprio peso; la sharra & incastrata in basso. - :
Soluzione. Se la tensione longitudinale F, = T varia lungo la sharra, nel

primo membro della (20,1) % ;Ei() e invece della (20,14) si hanno

LEX™ — (TX') — K, = 0,

: »IiEY”” o (T'Yl)l_ Ky — O.
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Nel presente caso le forze trasversali di flessione sono assenti in tutta la lunghez-
2a della sbarra e T = —q (I — z), dove ¢ & il peso specifico della sbarra e z &
contata a partire dall’estremitd inferiore. Supponendo I, < I consideriamo
1’equazione

LEX" = TX' = —¢(l—2 X'

(pér z =1 si ha automaticamente X" = 0). L’integrale generale di questa
equazione per la funzione u = X' &

u=n"3[al _y;, () +5J 1/, ()]

J— 2 ‘l/- q ; 3
=3V T, 0=
Le condizioni ai limiti X" =0 per z=0¢ X" = 0 per z = I danno per la

u (n) le condizioni

u=0 per n=1 =3Vr @ m3—0 per n=0
0 = 3 E12 v N M

Per soddisfare queste condizioni occorre porre b = 0,7 _y, (ne) = 0. La radice
piti piccola di questa equazione & My= 1,87, ‘da’ cui si ricava.la lunghezza cri-
tica della sharra

1
lorit=1,98 ( quz ) /3.

8. Una sharra ha una sezione trasversale schiacciata, cosicché I, Iy.
Delle due estremitd, 'una & incastrata, 1’altra & soggetta ad una forza f che
incurva la sbarra nel piano principale z, z (in guesto piano il valore della rigidi-
ta di ilessione & EJ,). Determinare il valorc critico della forza fopy, oltre il
guale la flessione nel piano z, z diviene instabile, talché la sbarra, torcendosi,
sl incurva nel piano y, z.

Soluzione. La rigidita £I, & grande rispetto ad EI; (e rispetto alla rigidita
di torsione C)!), quindi l'instabilitd rispetto all’incurvamento laterale forte
sopraggiunge quando la flessione nel piano z, z ¢ ancora debole. Per determinare
Tistante in cui si realizza 1'instabilitd, bisogna scrivere le equazioni dell’in-
curvamento laterale debole, conservando i termini proporzionali al prodotio
della forza f, agente nel piano z, z e degli spostamenti piccoli. Poiché la forza
concentrata agisce solo sull’estremita libera, lungo tutta la sharra F = f e nella
estremita libera (z = 1) il momento M = 0; partendo dalla (19,6) si hanno le
seguenti espressioni per le componenti del momento nel riferimento fisso z, y, z:

My=0, M,=@—2f M=(—=Yoyl

dove Y, = Y (I). Proiettiamo questi momenti sugli assi £, 1, L del riferimento
solidale in ogni punto alla sbarra; conservando solo i termini. lineari negli
spostamenti, si ha

My=0@—9f My=(Q=2F
M= —ai 2+ 1 (¥ =70,

dove ¢ & I’angolo di rotazione totale della sezione della sbarra torta (1’angolo
di torsione T =Zi;non & costante lungo la sbarra). D’altra parte, per le (18,6)

1) Cosi, per una sezione di spessore & ed altezza b >h si ha

bh3 ' b3h . bh3
El =3 E, 512;72—12, C=—g—p
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che & l’equazione delle vibrazioni- longitudinali in una sbarra.
Vediamo che si tratta dell’equazione usuale delle onde, con velocita
di propagazione
V' E. (25,2)
P
‘Confrontandola con 1'espressione (22,4) di c¢; constatiamo che tale
velocitd risulta inferiore a quella delle onde longitudinali in un
mezzo illimitato. ; _ :
Passiamo ora all’esame delle onde longitudinali nelle lamine
sottili. L'equazione del moto di tali vibrazioni si scrive subito

2
sostituendo nelle equazioni di equilibrio (13,4) — ph %—tuzi‘ e

A %uy .
- x
ph =R al postg di Pye P,
[ 1 1 92Uy, +- 1 0%uy
E oot =0t o TFe) w0 U E(I—0) B oo
p Ouy 1 Oy 1 0%uy 1 32Uy (25,9)

E 818 T 1—o? gy? 2(140) 9z? 2(1—o0)j 9z ay *

Riferiamoci - ad un’onda « piana» propagantesi lungo l’asse =z,
ciod ad un’onda in cui la deformazione & funzione della sola z. Le

——equazioni —si semplificano considerevoimente e diventano
uy E Puy 9uy E uy
O p(1—0%) o =0, 192 2p(110) oz =0.  (25.4)

Si hanno le usuali equazioni delle onde. I coefficienti che vi appaiono
differiscono per u, e u,. La velocitd di propagazione dell’onda con
vibrazioni parallele alla direzione di propagazione (u,) @&

E
I/M . (25,5)

Per quanto concerne la velocitd di propagazione (uy), le cui vibra-
zioni sono perpendicolari alla direzione della propagazione (ma,
come sopra, situate nel piano della lamina), essa & uguale a quella
¢; delle onde trasversali in un mezzo illimitato.

Vediamo dunque che le onde « longitudinali » nelle sbarre e nelle
lamine hanno le stesse caratteristiche delle onde in un mezzo illi-
mitato; si distinguono da queste ultime solo per la grandezza della
velocitd che, come in precedenza, non dipende dalla frequenza.
Tutt’altra & la situazione per le onde di flessione nelle sharre e nelle
lamine, quando le vibrazioni avvengono normalmente all’asse della
sbharra o al piano della lamina, ciod a dire, onde che trasportano la
- ‘flessione.




Capitolo III

ONDE ELASTICHE

§ 22. Onde elastiche in un mezzo_isotropo

Se nel corpo che si deforma vi & movimento, la temperatura in

generale non & costante ma varia tanto rispetto al tempo quanto
localmente. Questo evento interviene a complicare notevolmente le
equazioni esatte del moto, nel caso di movimenti arbitrari.
- Ma il fatto che la trasmissione del calore da una regione del
corpo all’altra (per pura termoconduzione) avvenga molto lenta-
mente, permette di semplificare il problema. Infatti, se non si ha
praticamente scambio di calore sulla scala dei tempi dell’ordine
del periodo di oscillazione nel corpo, si puo considerare ciascuna
regione del corpo isolata termicamente, talché il movimento &
adiabatico. Ora, nel caso di deformazioni adiabatiche, 0;; & espresso
in funzione degli u;, tramite le formule usuali, con la sola differenza
che al posto dei valori ordinari (« isotermi») di £ e o occorrera
considerare i loro valori adiabatici (si confronti il § 6). Supporremo
tale circostanza verificata in tutto il resto del capitolo, talché per
E e o si debbono intendere i corrispettivi valori adiabatici.

Per dedurre le equazioni del movimento del mezzo elastico,
bisogna uguagliare le componenti della forza degli sforzi interni
o0
0xh
plicate per la densita di massa p:

alle corrispondenti componenti dell’accelerazione u;, molti-

. a i ~
pu; = (22,1)

B questa la forma generale delle equazioni del moto.

In particolare, le equazioni del moto in un mezzo elastico iso-
tropo possono seriversi direttamente, in analogia con l’equazione
di equilibrio (7,2), e precisamente si ha

- E - E .
U =57 Te) Au 4 5 AT0) (1—20) grad div a. (22,2)

Poiché tutte le deformazioni sono supposte piccole, corrisponden-
temente i movimenti considerati nella teoria dell’elasticita sono
oscillazioni piccole, dette oscillazioni elastiche o onde. Cominceremo
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¢ (18,9), valide nel caso di flessione debole, si ha
© My= —ELY’, My = EI,X", My = Co'.
Dal confronto di queste espressioni segue:
ELLX" = (1 — 2 f,
ELY'= —@(l—2f, C¢"=(0—~2fY' 4+ (Y —-Yyf.
La prima equazione determina la flessione principale della sbarra nel piano
z, z; il problema & di determinare quel valore di f in corrispondenza del quale

la seconda equazione e la terza ammettono una soluzione non nulla. Eliminando
tra queste due la Y si ottiene
£

7 g2 (l—z)2 = 2T
VR (=2t =0, B=pir
L’integrale generale di questa equazione &

v=a VITaly, (5 0= 22) +5ViTasy, (Ea—sp).

Nell’estremita incastrata (z = 0) si deve -avere ¢ = 0, e nell’estremita libera il
momento torcente Ce’ == 0. La seconda condizione fornisce ¢ = 0, dalla prima
2

2 .
segue J_1/4 (E—) =0. La pit piccola radice di questa equazione & % = 2,006,

2
quindi .

4,00 VEI,C
ferit= iz .
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parti del corpo. Al contrario, per le onde longitudinali si ha div u
= 0; queste onde sono accompagnate da fenomeni di compressione
e dilatazione.

La scomposizione di un’onda in due componenti che si propagano
indipendentemente pud effettuarsi anche nel caso piti generale di
un’onda elastica qualunque (non piana) in un mezzo illimitato.

Riscriviamo la (22,2) introducendo le velocita ¢; e ¢

w = ¢t Au + (¢ — ¢}) grad div u. (22,6)
Scriviamo il vettere u mel seguente modo:
’ o u = u; + u, ' (22,7)
dove u; soddisfa la condizione ,
- divu, =0 (22,8)
e per u; si ha _
rot u; = 0. (22,9)

B noto dall’analisi vettoriale che una tale decomposizione & sempre
possibile (si tratta della decomposizione di un vettore nella somma
di un vettore rotazionale e in un vettore gradiente).

Sostituendo u == u; + u; nella (22,6), segue:

= A+ w) F (— ) grad divug. (22,10)
—Sfapplichiwgafkoperatmrdivﬁdﬁeﬁembfféeweqaanonefs&aﬁi
tenuto conto che divu; =0, ‘
divu; = ¢} A div u; + (¢} —c}) Adivy
e quindi '
div (u; — ¢} Aup) = 0.
D’altra parte, anche il rot dell’espressione entro paventesi & nullo

in virtd della (22,9); ma se rot e div di un vettore scompaiono in
tutto lo spazio allora questo vettore e identicamente nullo e quindi,

.‘ft‘;l —ctAu; 0. (22,11)
Applichiamo. ora 1’operatore rot alla (22,10). Ricordando che
rot u; = 0 e che rot Vo = 0, qualunque sia ¢, si ha
rot ({1; — ¢ Auy) = 0.
Peraltro, anche la divergenza della quantita entro parentesi & nulla
e percio

%u »
at; —c?Au; =0. (22,12)
Le equazioni (22,11) e (22,12) sono le usuali equazioni delle onde
(tridimensionali). A ciascuna di queste equazioni corrisponde la
propagazione di un’onda elastica, rispettivamente con velocita
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col considerare un’onda elastica piana in un mezzo isotropo illimi-
tato, cioé un’onda per cui la deformazione u dipende da una sola
coordinata z e dal tempo. Allora nella (22 2) sono nulle tutte le deri-
vate rlspetto ayezesiha- . . Lo .

2 2 8.2u‘ ' { 0%, .
L B e T . T PR
. |

(per u, si ha la stessa equazione che per u,), dove si & posto ?)

o=V siroatm o=V waE. @29

Le equazioni (22,3) sono ordinarie equazioni delle onde unidi-
mensionali; ¢; e ¢; sono le velocitd di propagazione dell’onda. Si
vede che la velocita di propagazione dell’onda & differente secondo
che si tratti delle component1 Uy O Uy € U,

In tal modo un’onda elastica risulta composta di due onde che
si propagano indipendentemente. In una (u,), lo spostamento &
diretto lungo la direzione di propagazione dell’onda stessa; diremo
tale onda longitudinale, la sua velocitd di propagazione & ¢;.” Nel-
Paltra (u,, u,) lo spostamento giace in un piano normale alla dire-
zione di propagazione e la velocita della stessa & ¢,. Osserviamo che
in base alle (22,4) la velocita di propagazione delle onde longitudi-

“nali & sempre maggiore di queiia deiie onde trasversali. Infaiti si

ha sempre 2)
“ awa
a>c) 4. (22.5)

¢; e ¢; sono dette rlspettlvamente veloczta longztudznale e trasversale
del suono.

Si ricorda che la variazione del volume durante una deforma-
zione & data dalla somma dei termini diagonali del tensore di defor-
mazione, cioé u;; = div u. Nell’onda trasversale figurano solo le
componenti u,, u, e poiché queste non dipendono né da y né da z,
per una tale onda si ha div u = 0; si deduce che le onde trasversali
non sono in relazione con la variazione di volume nelle diverse

1) Diamo anche le espressmm di ¢;e ¢; in funzione dei moduli di compres-
sione e di scorrimento e dei coefficienti di Lamé ;

3K 14 AF2p TS
s ==

-2) Poiché ¢ varia in realtd solo tra O e 1Y, (cfr nota, pag. 24) si ha sempre
la dlsuguaghanza pia. forte
4] > ¢t ]/2‘ ,
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Per la parte trasversale dell’onda rifratta ¢/ = c;, & se 1'onda inci-

dente & trasversale, si ha -

sen ey
sen 0~ cgp

Nello stesso modo, per l'onda rifratta longitudinale

jgenb oy
sen 6’ ¢l °

PROBLEMI

1. Determinare il fattore di riflessione per un’onda longitudinale monocro-
matica con angolo di incidenza arbitrario su un corpo posto nel vuotol).

Soluzione. Poiché 1'angolo di incidenza 3 arbitrario, emergeranno a seguito
della riflessione sia onde longitudinali che trasversali. In base a considerazioni

Yl

Fig. 20

di simmetria, & evidente a priori che il vettore spostamento nell’onda riflessa
trasversale & tutto contenuto nel piano di incidenza (fig. 20; ny, ny, n; sono rispet-
tivamente i versori delle direzioni -dell’onda incidente, dell’onda riflessa lon-
gitudinale e di quella riflessa trasversale, u,, u;, Uy i corrispondenti vettori
spostamento). Lo spostamento totale nel corpo & uguale alla somma (per brevita

si & omesso il fattore comune )
i ik, ik,r
u = Amge®T + Ampe’t + Aglane !
(a & il vettore normale al piano di incidenza). I valori assoluti dei vettori d’onda

sono ky = k; :'E-"Akt=;? e gli angoli' di incidenza 8,, di riflessione, 6; e 0,

1) Per il caso pii generale della riflessione di onde sonore da parte della
superficie di separazione {ra un solido e un liquido, injzialmente propagantisi
M uno dei due mézzi, si ¢onsulti: T'M. Br ok hovelkikH, Onde nei mezzi
stratificati, Ed. Accademia delle Scienze dell’URSS, 1957, § 4. ’
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1 € ¢;. L’onda (u;) non & accompagnata da variazioni di volume,
mentre con 1’onda (u;) si hanno dilatazioni‘e_compressioni.
In un’onda elastica monocromatica il vettore d’onda si scrive

u = Re {u, (r) e~-iot}, (22,13)
dove w, & funzione'delle coordinate. Per u, si ha i
¢t Aug + (¢} — ¢3) grad div uy + o®u, = 0. (22,14)

che discende dalla (22,6) quando per u si adotti la (22,13). Le onde
" (u;) e (w;) soddisfano rispettivamente le

Aul _I_ k%ul = 01 Aut + kgut = 0’ (22915)
dove k; = % ek; = % sono rispettivamente i vettori d’onda, lon-

gitudinale e trasversale.

Consideriamo infine i fenomeni di riflessione e rifrazione di
un’onda elastica piana monocromatica sulla superficie di separazione
di due mezzi elastici diversi. Si noti che il tipo d’onda pud, in gene-
rale, variare a seguito della riflessione o rifrazione. Un’onda inci-
dente che sia puramente longitudinale o trasversale emerge come
onda mista, cioé contenente sia componenti longitudinale che tra-
sversale. Il tipo d’onda non varia (per ragioni di simmetria) se 1'in-
cidenza & normale e se nel caso di incidenza arbitraria si ha un’onda
trasversale con vibrazioni parallele al piano di separazione.

' Le relazioni che determinano le direzioni delle onde riflesse
o rifratte possono dedursi direttamente dalla richiesta della costanza
della frequenza e della componente del vettore d’onda nel piano
tangente alla superficie di separazione ). Se 0 e 6’ sono gli angoli
di incidenza e di riflessione (o di rifrazione), ¢, ¢’ le velocita delle
due onde in oggetto, allora

sen 0 ¢

~= (22,16)

sen 6’ ¢’

Supponiamo per esempio che l'onda incidente sia trasversale.
Allora ¢ = ¢4y & la velocitd delle onde trasversali nel primo mezzo.
Poiché si ha ¢’ = ¢;; per I'onda trasversale riflessa, dalla (22,16)
segue:

0 =20,

cioé 'angolo di incidenza e 1’angolo di riflessione sono uguali. Ma
se l'onda riflessa ¢ longitudinale, allora ¢ = Cn, €

sen 0 ¢y
sen @’ ¢y °

1) Cfr. VI, § 65. Tutte le considerazioni ivi riportate si applicano integral-
mente qui, .

90630
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Introduciamo il « potenziale» di spostamento ¢ tramite u, = u = ag/ar.
L’equazione del moto si riduce all’equazione d'onda ¢} Ap = .q>; per le vibra-
zioni periodiche nel tempo (~e'i°’t) segue: 7

a

48 (200 yag gl
e (i 2E) =~k k= [0

Il

VA

La soluzione che si mantiene finita in tutta la palla, origine inclusa,)

o= A,Fsen kr

I

(si @ omesso- il fattore temporale). Gli sforzi radiali sono

Opr=p {(c} —2¢2) ugi +2c¥upy = p {(c} —2c}) Ap+-2¢}9")
o, per la (1),

1 1, .
0 Opp= — 020 —4c} — o (2)
Dalla condizione ai limiti o, (R) =0, segue:
tgkR _ b . : @)
ER ~ 1—(kRc/2cy)?* ‘

che con le sue radici determina le autofrequenze o = cik.
4. Determinare le frequenze delle vibrazioni radiali di una cavita sferica
in un mezzo elastico illimitato, con ¢;» ¢y (M. A. Issakovil, 1949).
=t Soluzione. In un mezzo illimitato le vibrazioni radiali di una cavita avven-
gono con irraggiamento d’onde sonore longitudinali, quindi- con conseguente
perdita d’energia e smorzamento delle vibrazioni. Per ¢;>» ¢; (ciod K> p)
questo irraggiamento & debole e si pud dire che si hanno autofrequenze con un
piccolo termine di_smorzamento.
Cerchiamo la soluziene della (1) nella forma di un'onda sferica divergente:

eihr

= A!——r—‘ , k=—"
Dalla (2) si deduce, in virtd della condizione al limite o, (R) =0,

o \2 ;
(kR—cT) =4t ikR).
Allora, per ¢;> ¢, si ha

La parte reale di o fornisce I’autofrequenza delle vibrazioni, la parte immagina-
ria il fattore di smorzamento. In un mezzo incompressibile (¢; — o) non esiste
smorzamento: questo risulta essere un effetto specifico della resistenza del mezzo
allo scorrimento (u == 0). Osserviamo che in questo caso kR = 2ei/e; K 1,
cioé la lunghezza (il’onda corrispondente a queste vibrazioni & grande rispetto
ad R (& interessante confrontare questo caso con le vibrazioni di una sfera elastica
per le quali, per ¢;> ¢ la prima autofrequenza ¢ definita, in virta della (3),

alla relazione kR = m).

£
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sono legati dalle ;= 6,, sen 6, = sen 6, i—t .Si ha per le componenti del tensore
di deformazione sulla frontiera del corpo o
Uypy = iko (Ao + A l) cos? 90 + iA tkt cos et sen et,

gy = iko (Ag + Ay, _
Uyy=iko (A9g—A ;) sen 0, cos 0, -+ —;— A kg (cos? 0, — sen? 0;)

(i fattori comuni’esponenziali sono omessi). Le componenti del tensore degli sforzi
si calcolano a partire dalla (5,11), ¢he & opportuno riscrivere nella forma

= 902 .
Oip = 20cqusp + p (] — 2¢%) uybyy.

Le condizieni ai limiti sulla superficie libera del mezzo danno o;5ny = 0;
quindi 6., = 0, = 0 e ne derivano due equazioni che permettono di esprimere
A; e Ay in funzione di Ay : ,

¢} sen 28; sen 20, — cf cos? 26,

A= 4o <35on 20, son 20, T o cos26;
A= —A 2¢cjct sen 20, cos 28
% c? sen 20; sen 265+ c? cos® 20; *
Per B, = Osi ha A; = —A4,, A; = 0, ciod ’onda riflessa & tutta longitudinale.

Il rapporto della componertte normale alla superficie del mezzo della densiti
del flusso d’energia, nell’onda longitudinale riflessa, allo stesso flusso nell’onda
incidente & I o : » .

: 2
R=| AL ]*
. S ] 4, | L
Analoga relagione si ha per 1'onda trasversale riflessa
' ‘ As |2

¢y COS Gt
4, °

T cos 6,

Ovviamente R;--R;=1." RS TR
2. Stesso problema nel caso in cui 'onda incidente & trasversale (e le vibra-
zioni sono contenute nel piano di incidenza)l).

Soluzione. L’onda riflessa si compone di un’onda longitudinale e di un’onda
trasversale con 6; = 6, ¢; sen 0, = ¢; sen 6,. Il vettore totale spostamento &
u=[an,] 4, | n,4;¢" ’r—l-[ant] Age

Si ottiene per le ampiezze delle onde riflesse
A; €3 sen 20; sen 20, —cf cos? 26,
"4, cZsen 20; sen 20, + c? cos220,

A _ 2cict sen 20, cos 260
Ay~ 3 sen 20; sen 268y ¢J cos? 20, *

3. Determinare l¢ dutofrequenze -delle vibrazioni radiali di una palla elas
stica di raggio R. . a et . :
) Soluzione. L’origine & fissata nel :centro della ‘palla, le coordinate sone
sferiche. Poiché le vibrazioni sono radiali si ha u = u, (7;:t), quindi:rot u =0,
- . . -~ N Wi, : PR
!) Se le vibrazioni sono' iormali al ‘piano di.incidenza;,” 1'onda ¢ ‘riflgssa

per intero ed & dello stesso tipo, quindi R;=1. o T

9=
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B un’equazione di terzo grado in ©? che ammette, in generale,
tre radici distinte. Ciascuna di tali radici definisce la frequenza
in funzione del vettore k). Riportando ognuno di questi valori
nella (23,2) al posto di o, si ricavano le corrispondenti autosoluzioni
w; (per meglio dire, visto che il sistema & omogeneo, sono determi-
nati i rapporti tra le tre componenti di u; ma non i loro valori asso-
luti, talché le u; possono essere moltiplicate per un fattore comune).

La velocitd di propagazione dell’onda (velocita di gruppo) @
data dalla derivata della frequenza rispetto al vettore d’onda. Nel
corpo isotropo la frequenza & proporzionale al valore assoluto di Kk,
la direzione della velocita U = %—‘;’-{ coincide quindi con quella di k.
Nei cristalli tale relazione non sussiste e quindi la direzione' di pro-
pagazione non pud essere assunta parallela a quella del vettore
d’onda.

L’equazione (23,3) mostra che @ & una funzione omogenea del
primo ordine delle componenti k, di k (se si introduce come inco-
gnita w/k, i coefficienti dell’equazione non dipendono da k). Allora,
la velocita di propagazione %Eé una:funzione omogenea di grado
zero in k;; la velocitd dell’onda, essendo funzione della sua dire-
zione, non dipende dalla frequenza.

In virtd delle tre differenti relazioni tra w e k, si hanno in gene-
rale, per ogni direzione nel cristallo;tre velocitd di propagazicne —
distinte delle onde elastiche. Queste velocitd coincidono solo in .
certe direzioni eccezionali.

In un mezzo isotropo a due velocitd di propagazione diverse
corrispondono onde puramente longitudinali e puramente trasver-
sali. Al contrario, in un cristallo, a ciascuna velocitd di propagazione
corrisponde un’onda, il cui vettore spostamento ha tante compo-
nenti parallele quante componenti perpendicolari alla direzione di
propagazione. . : ‘
* Infine un’osservazione. Per ogni vettore d’onda dato k si pOSsSono
avere nel cristallo tre onde (con differenti frequenze e velocita di
propagazione). E facile vedere che i vettori spostamento u in queste
tre onde sono ortogonali. Infatti, fissato k, la (23,3) puod essere con-
siderata come l'equazione che determina i valori principali pw?
del tensore simmetrico (sugli indici i, m) di rango due Minimbrk, ).
Le equazioni (23,2) determinano allora le direzioni principali di
questo tensore che, come e noto, sono ortogonali.

.Y In un corpo isotropo questa equazione da un risultato noto: una solu-
zione 2 = cJk? e due soluzioni coincidenti % = c}k?. '
?) In virtd delle proprietd di simmetria di Miiim, Si ha

Mipimbrks = Mumikeks = Mminiknkr g
L'ultima espressione si distingue da Ayziikek; solo per gli indici muti & ed I,
e quindi resta provato che il tensore A;pmbiki ¢ effeiiivamente simmetrico.
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§ 23. Onde elastiche nei cristalli

La propagazione delle onde elastiche in un mezzo anisotropo,
cioé nei cristalli, & descritta da leggi pit complesse di quelle relative
alla propagazione in un mezzo isotropo. Studiando tali onde si
-dovra partire dalle equazioni generali

0o
V=

e per 0 si utilizzerd l'espressione generale (10,3):
Cir = Minimlim.

Concordemente con quanto detto nel paragrafo precedente, si inten-
derad ovunque con A;p;,, i corrispondenti valori adiabatici dei moduli
di elasticita.

Sostituendo nelle equazioni del moto o;;, si ha

.aulm_m_a__(aul ﬂﬂ)_

PU; = Ainim dzy, 2 dry \ 0z dz;
1 %uy 1 %uy,
2 Minim 0Ty, 0T + 77“"‘?'{‘ dxp, 0714

11 tensore A;p;,, & simmetrico sugli indici 7 ed m, quindi i due ter-
mini nel secondo membro sono uguali e le equazioni del moto diven-

—ano — :

.o azum . )
PY; -M”"‘W' (23,1)
Consideriamo un’onda elastica monocromatica in un cristallo;
si tratta cioé di trovare la soluzione dell’equazione del moto nella
forma
u; = uOiei(kr—u)t)

(uo; sono delle costanti); il legame tra © e k deve essere definito in

modo tale che la funzione cosi scritta soddisfi effettivamente la

(23,1). La derivazione di u; rispetto al tempo fa comparire il fattore

—io e quella rispetto a x,, il fattore ik,. Allora, dopo la sostituzione,

la (23,1) diventa

: ; ' PO = Mipimknk g

Scrivendo u; = 8;,u,,, ricopiamo I'uguaglianza nella forma

(00®8im — Mipimkrk) up = 0. (23,2)

E un sistema di tre equazioni omogenee di primo grado rispetto alle
incognite u,, uy, u,. Questo sistema ammette soluzioni non banali
solo se il determinante della matrice dei coefficienti & nullo; deve
cioé aversi

B | xiklmkkkl — p0;, | = 0 ' (23,3)
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2 a1 . . . . . .
Se k? ——5 <0, I'equazione ha una soluzione periodica, cioé a dire

si tratta di un’onda piana ordinaria che non subisce smorzamenti,
in alcuna parte del corpo. Considereremo dunque il caso per cui

k2 — -—2— > 0. Si hanno soluzioni del tipo

w2
f(2) =cost-exp +z l/kz'—.—c‘z“) ;

la soluzione col segno meno nell’esponente corrisponde ad una defor+
mazione che cresce indefinitamente con . la profonditd (cioé per
z < 0); una soluzione siffatta non ha senso e quindi manterremo
solo il segno pit davanti all’esponente.

Dunque ci siamo ridotti a considerare la soluzione

U = cost-gilka—ot)exnz - ‘ (24,2)

o VT (24,3)

Questa corrisponde ad un’onda che si smorza rapidamente con la
quota, cioé appunto un’onda che si propaga solo in prossimita della
superficie. » definisce la velocita di tale smorzamento.

I1 vettore di deformazione u & la somma dei due vettori u; e u

dove

___e ciascuna delle componenti di questi vettori soddisfa 1’equazione

(24,1) con velocitd ¢ = ¢; per u; e ¢ = ¢; per u;. Nel caso di onde
di volume in un mezzo illimitato, queste due componenti sono onde
che si propagano indipendentemente le une dalle altre, ma nel caso
di onde superficiali una siffatta separazione in due parti indipen-
denti non pud aversi (a causa dell’esistenza delle condizioni ai limiti).
Il vettore u deve essere una combinazione lineare di w; e u;. Questi
due vettori perdono il significato intuitive di componenti dello
spostamento parallelo e normale alla direzione di propagazione.

Per trovare la combinazione lineare di w; e u;, che fornisce il
vero spostamento w, si dovra far ricorso alle condizioni ai limiti
sulla frontiera del corpo. Queste forniscono anche il legame tra il
vettore d'onda k e la frequenza o, e quindi la velocita di propaga-
zione dell’onda. Sulla superficie libera deve aversi o;zn, = 0. La
normale m & diretta parallelamente all’asse z, dunque

Oyxz = Oyz = Oz = 01
da cui
CUgy =0, Uy, =0, G(uxx—l—uyy)-l—(i—a)uzz:O. (24,4)

Tutte le grandezze sono mdlpendentl da Y, qu1nd1 la seconda di
queste condizioni diviene

1 (0uy | guy 1 Ouy
w"?( % T oy ) 0.

u
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PROBLEMA

Trovare la dipendenza dalla frequenza del vettore d’onda, per onde elastiche
che si propagano in un cristallo del sistema esagonale. ' ‘

Soluzione. Le componenti non nulle di A;p;,, nelle coordinate z, y, z, sono
legate alle componenti nelle « coordinate » £, m, z (cfr. § 10) dalle relazioni

Ay = }"yyyy =a+ b, Ayayy = a — b, Ayyzy = bs
Mgz = ;"yy'zz = szxz = A’yzyz =d, Mgz =15

doye si & posto . .
4’\«&7‘&“ = a, ZA'EET]'I’] = b, 2}v§nzz =0y 2?»;;;,], =d. .

L’asse z & diretto lungo I’asse di simmetria del sesto ordine, la direzione degli
assi z e y & arbitraria. Scegliamo il piano z, z in modo che centenga k. ‘Allora

ky=rksen0, %k =0, k= k cos o,

0 & 'angolo tra k e 1'asse delle z. Scrivendo la (23,3) e risolvendo segue:

2. )
{3 =—I:)— (bsen? 0 dcos? 0),

7.9 U
wg:s?g_p{(“+b) sen6+fcos*O+d %

-+ V [(eFb—a) son? 0 I (d— ) cos O 14 (¢ +- ) sen® 0 cos* .

§ 24.:0Onde superficiali

Le onde che si propagano nelle vicinanze della superficie di un
corpo, senza penetrare nel suo interno (onde di Rayleigh), costitui-
scono un particolare tipo di onde elastiche. : ,

Seriviamo le equazioni del moto nella forma (22,11) e (22,12)

T —2hu=0 | (24,1)

(v & una qualunque delle componenti dei vettori u;; uy, e ¢ la corri-
spondente velocitd, ¢; 0 ¢;) e cerchiamo le soluzieni eorrispondenti
a tali onde superficiali. Supponiamo la superficie del mezzo elastico
piana (e illimitata); assumiamola come piano xz,y e supponiamo
z << 0 nel mezzo.

Consideriamo wun’onda superficiale monocromatica « piana»,
che si propaga lungo !’asse z. Scriveremo per u L

U = ¢ilhz-anf ().

Sostituendo tale espression‘eﬂnella (24,1), si ha per ()
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Sostituendo
‘ l Uy = Ux T Ut U, = Uy + Utz
la prima delle (24,8) da
‘ ' a (k* + «3) + 2bkn; = 0, ‘ (24,9)
la seconda :

Qackusk + b lch (u} — k%) + 2¢3 k2] = 0.

Dividendo questa equazione per-ci e-sestituendo
W — = — = — (K —u})

t
e’
la riscriviamo nella forma .
2ank + b (B> %) = 0. (24,10)
Le due equazioni omogenee (24,9), (24,10) sono compatibili se
(k* + %P? = 4k, %;
.ovverosia, quadrando e sostituendo i valori di %}, %}
(2k2—‘j—;)"=16k4 (kZ—,ic.’;—) (kZ——‘j;—). |(24,11)
Si ha cosi un legame tra o e k. Convieﬁe &s‘érivere ‘
: | ' — ¢kt ‘ (24,12)
Allora %8 si elimina ed otteniamo per § l'equazione

£6— 8Et -+ 8E2 (3—2{%) —16 ( —Z—j:) =0 (24,13)

che mostra che & & un numero:che dipende solo dal rapporto ?,

costante caratteristica della sostanza data, funzione del solo modulo
.di Poisson: L -
¢t 2/ 1—20_
;e =V e N

Ovviamente & deve essere positiva ed anche <1 (affinché x,
i %, siano reali). L’equazione (24,13) ammette urna sola radice sod-
disfacente tali condizioni e pertanto per ogni fissato valore di ¢;/e,
.si ottiene un solo valore di E.
~ Cosi, come per le onde di volume, anche per le onde superficiali
constatiamo che la frequenza & proporzionale al vettore d’onda. Il
«coefficiente di proporzionalitd & la velocita di propagazione

U = ¢k (24,14)

Quest'ultima determina la velocitd di propagazione delle onde
:superficiali in funzione delle velocitd ¢; e ¢; delle onde di volume
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Tenuto conto della (24,2), segue:
: = 0. . (24,5)

Quindi in un’onda superficiale 11 vettore di deformazione u & con-
tenuto nel piano della direzione di propagazione e perpendicolare

alla superficie.
La parte « trasversale » dell’onda u; deve soddisfare alle condi-

zioni (22,8) divu, = 0, quindi
6utx + 6utz _0

La dipendenza di u;,.eu;, da zez é detérminata dal fattore e**T*¢

dove %, & dato dalla (24,3) eon ¢ = ¢;, ciod

La condlzlone sopra scritta da allora
ikuy i + %y, = 0

o
Utx __ __ %
Uty ik

Quindi si pud scrivere

ik -0t . ' 2 itk -0t
_% ae’L x—Hctz k10 s utzz _lkae’l. x+'ntz % , (24,6)‘

dove a & una costante.
La parte « longitudinale» wy soddlsfa la COIIdIZlOIle (22, 9)n

rot u; = 0, ovvero ,
Oury  duy, -0

a2z o 0z ?
quindi '

. zku,,—x,u,x_O %, sz z)

Si deve allora avere ’ S \
ik, 2~ it g - ~
Upe = kbel x+\K‘z 7 , U, = — l”lbezkx+xlz ‘unt, (24’7)“

dove b é una costante. ’
- Utilizziamo ora la prima e la terza condizione (24,4). Esprlmendou

#;,-in termini delle derivate di u; e mfroducendo le velocitd ¢,
e c¢;, riscriviamo tali condizioni

6u, -

ou.
-+ =0,

u ) (2478)'
R ) ,,@1@_0
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superficie di separazione dei due mezzi (z = 'Q)
‘ uyy Oy
Uyr==Uys, b =R =5

gxl, s sono i moduli di scorrimento nei relativi mezzi). Da queste condizioni
erivano tre equazioni per 4, B, Ce la condizione di compatibilita da

Ho¥g
tg % h=
&% By ®

Questa equazione definisce implicitamente o in funzione di %k, e ammette solu-
zioni solo per xu; e %, reali, talché ¢z, > -(—;:— > ¢4;. Questo dimostra che la pro-

pagazione & possibile solo se cjy > ¢4

§ 25, Vibrazioni di sbarre e lamine

Le onde che si propagano nelle lamine e nelle sharre sottili sf
distinguono necessariamente da quelle che si propagano in un mezzo
in tutte le direzioni illimitato. Naturalmente ci si riferisce al caso
di onde la cui lunghezza d’onda sia grande rispetto allo spessore
della lamina o della sbarra. Nel caso opposto, di onde le cui lun-
ghezze d’onda sono piccole rispetto allo spessore della sharra o della
lamina, queste possono venire assimilate ad un mezzo illimitato in
"~ tutte le direzioni e quindi si ritrovano quelle relazioni che sono gia
state stabilite per un mezzo siffatto.

Converra distinguere le onde con vibrazioni parallele all’asse
della sbarra o al piano della lamina dalle onde con vibrazioni tra-
sversali. Cominciamo col trattare il primo caso.

Una deformazione longitudinale di una sbarra (si tratta di una
deformazione uniforme su tutta la seziome), la cui superficie late-
rale non & soggetta a forze esterne, & una trazione o compressione
semplici. Pertanto, le onde longitudinali nella sbarra sono trazioni
o compressioni sempliei propagantisi lungo 1’asse della sbarra.
Ora, nel caso di una trazione semplice, & diversa da zero solo la com-
ponente o,, del tensore degli sforzi (I'asse z coincide con quello della
sbarra), ed il legame tra questa componente ed il tensore di defor-
mazione & (§ J)

) ou.
Oy =Eu,,=E azz .
Sostituendo nell’equazione generale del moto
*e _ ao-zk
puz - dzp, ]

si ha
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trasversali e longitudinali. Il rapporto.delle ampiezze. della pafte
trasversale e longitudinale dell’onda ¢ dato, noto il valore di E,
dalla .

—_ 28
2y 1= "

I rapporto ¢;/c, varia per diverse sostanze tra 1/)/2 e 0, che corri-

il .

£
100

a95 “
/

/

L

ol a

'(24,15)

Fig. 21

iazioni-di ' g Allora—per-£si-haLVintervallo———
[0,874; 0,955]. La fig. 21 fornisce il grafico di £ in funzione di o.

PROBLEMA

) Uno strato a facce piane parallele, di spessore . (mezzo I), poggia su un
semispazio elastico (mezzo 2). Determinare la frequenza in funzione del vettore
d’onda per onde trasversali entro lo strato, nel caso di vibrazioni parallele
alle facce. .

Soluzione. Prendiamo il piano z, y coincidente col piano di separazione tra
strato e semispazio, al semispazio-elastico facciamo corrispondere i valori nega-
tivi di z; di conseguenza h > z > 0 nello strato. Ivi si ha

. Uy T Uy = 0, gy = f (3) XFFTOD
e per 1’onda che si smorza nel mezzo 2
o . _ : . 'm2
Ugg=Uz=0,  Uyy= Ae’f%zez(hx 0D g, = ]/-k2 —
Si ha per f(z) I’equazione '
| fraf=0,  u= l/—ct27~k2
(si vedrd che x? > 0), quindi B
f (3) = B sen %z -+ C cos »;z.
‘ u

Sulta:superficie-libera-dello ;stratOV—('z’{f:J_t),si ha g;;-=-0;-ciod 5 zy 1=0e-sulla
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Le equazioni di tali vibrazioni libere di una lamina possono
scriversi direttamente partendo dall’equazione dell’equilibrio (12,5).

A tal fine bisogna sostituire —P con il prodotto dell’accelerazione .C
e della densitd superficiale ph. Si ha

o h2E
p —6t_%+ ra—ory A%=0 (25,6)

(A & qui Yoperatore di Laplace bidimensionale).
_Consideriamo un’onda elastica monocromatica e cerchiamo, di
conseguenza, una soluzione della (25,6) nella forma

¢ = cost . gilkr—01 1(12;5,’7)

(beninteso, il vettore d’onda k ha solo due componenti, k. e ky).
Sostituendo nella (25,6), otteniamo ‘ S
ntE
B Lo vy prey k=0,

da cui discende la relazione tra frequenza e vettore d’onda

« ; WE .
o=1) . (25,8)
Risulta di qui che la frequenza & proporzionale al quadrato del
modulo del vettore d’onda, mentre si ricorda che in un mezzo illi-
mitato la relazione era lineare. »
Nota la relazione tra frequenza e vettore d’onda, se ne deduce
la velocitd di propagazione dell'onda

0w
U=%- |
Le derivate di k? rispetto a k, e k, danno rispettivamente 2k, e
2k;, quindi si ha o
: .h2E
U:J,/ sk (25,9)

Dungque U risulta essere proporzionale al vettore d’onda, contraria-
mente a'guanto avviene in un imezzo illimitato, laddove essa & co-
stante 1 - - / ‘
Analoghi risultati si conseguono nello studio delle onde di fles-
sione nelle sbarre sottili. Supporremo che le vibrazioni di flessione
nella sbarra siano deboli; le relative equazioni del moto si ottengono
sostituendo mnelle equazioni di equilibrio della sbarra debolmente

flessa (20,4) —K., —K, con i prodotti delle accelerazioni X, 7,

H 1 vettore d’onda k = _Zx:n_ ,dove A &la lungheiia:d’onda; dunqile la velo-

citd di propagazione dovrebbe-divergere per A — 0. Questo risultato, assurde
da un punto di vista fisico, consegue dal fatto che la (25,9) non estende la sua
validita al campo delle onde corte. B
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meoltiplicate per la densita lineare di massa pS (S P’area della
Sezionk). Si ha ’ '

oSX =EI oSY = EIx (25,10)

y a Tzt 1 6 -y
Ricerchiamone le soluzioni nella forma
X =costigi(re—0d) Y =cost . elkz-01),

Sostituendo nella (25,10), si ottengono le .seguenti relazioni tra
frequenza e vettore d’onda: ‘

oV IR

1/ El:

K2, (25,11)

rispettivamente per le v1brazioni nella d1rez1one z e y. Corrispon—
dentemente si hanno le velocita di propagazione

2/ ET ‘El, ,
ve oy LT vn—21 -pg £

Da ultimo conmdemamo il caso partlcolare delle v1braz1on1 di
torsione. Le equazioni del moto in una'sbarra per tali vibrazioni

si ottengono uguagliando C g (cfr. § 18) alla derivata rispetto ak
tempo del momento cinetico dellé sbarra per unitd di lunghezza.

Questo momento & uguale a pI , dove ;—; é la Velocité angolare di

rotazione (¢ & I'angolo di rotaz1one della sezione della sbarra in
esame) e I = \ (22 + y?) df il momeénto d’inerzia di detta seziome

rispetto al centro d’inerzia (nelle vibrazioni di torsione pura ogni
sezione della sbarra effettua vibrazioni rotatorie attorno all’asse
d’inerzia che & fiss0). Scrivendo ©v = %?é si -ha I'equazione del moto
nella forma ' :
I 0%
Com =025 (25,13)
Si vede che le vibrazioni di torsione.si propagano lungo la sbarra
con velocita
C L
oT - (25,14)
PROBLE M I

1. Trovare le autofrequenze delle vibrazioni longitudinali di unha sbarra,
di lunghezza I, con una estremita incastrata e [’altra libera. . ‘
Soluzione. Nell’estremitd incastrata (z = 0) deve aversi u, == 0°e nell’estre-

mita- libera (z = 1) 0,, == .Eu,y =0, ciod %u?z = (.-Cerchiamo la soluzione -
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dell’equazione (25,1) nella forma u,=A cos (ot--a) sen kz, con k=0 1/—2—,
Dalla condizione in z = l si ha cos kl = 0 e quindi per le autofrequenze

m_l/F T (2n+1),

dove n & un intero,
2. Stesso problema per-una sbarra con entrambe le estremita libere o in-

<castrate.
Soluzione. In entrambi i casi

o= — .

3. Trovare le autofrequenze delle vibrazioni di una corda di lunghezza 1.
Soluzione. L’equazione del moto &

92X pS 82X

922 T o?

{cfr. equazione dell’equilibrio (20,17)). Condizioni ai limiti X = 0 per z =
= 0, l. Autofrequenze
—l/ pS n:rc

4. Trovare le autofrequenze delle v1braz10n1 trasversali di una sbarra di
'iunghezza 1, con estremita incastrate.
Soluzwne Ponendo

T N X = X, (2) cos (ot + ay o
nell’equazione (25,10), si ha
d*X,

dzt

, o8
=x4X,, %t = ©? leg .

v lntegrale generale &
Xo=4 cosuz+Bsenxz+ C ch %z + D sh xz.
Tie costanti 4, B C, D sono-determinate daile cond1z1on1 ai limiti X = 0. % =0
per z=0, L. Si ha ‘
X, = A {(sen »I — sh xl) (cos xz — ch xz) —
R — (e0s'xl — ch xl)X(spn %z — sh uz)},
e I'equazione
‘ cosulchxl =1
determina con le sue radici le autofrequenze delle vibrazioni. La pid piccola
tra queste &
22,4 El,
Omin="7 oS
5. Stesso problema per una sbarra con estremitd appoggiate.
Soluzione. La soluzione & analoga a quella del problema 4. Si ha
Xy = A sen nz
e le autofrequenze sono determinate da sen xl = 0, ciod
nx

%'———-l—' (n=1, 2, .--)-
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~ La frequenza minima & data da

9,874/ Ely
Omin =75~ pS

.

’ 6. Stesso problema per una sbarra con una estremitd incastrata e ’altra
lberg"oluzione. Si ha per lo spostamento
X, = A {(cos nl - ch xl) (cos xz — ch xz)-{-(sen xl — sh xl) (sen xz — sh xz)}
(I'estremita incastrata & in z = 0, 1’altra in z = 1), e 1’equazione
’ cosxlchxl+ 1 =0
per le autofrequenze. La frequenza minima &
3,529/ Ely
Opin = = _p‘sv“ .
7. Trovare le autofrequenze delle vibrazioni di una lamina rettangolare

(lati @ e b) a bordi appoggiati.
Soluzione. Sostituendo
£ = Lo'{z, p) cos (ot + @)
nell’equazione (25,6) si ha
12p (1 —o?
MG —wigy=0,  wimor 22T,
Prendiamo i lati della lamina come assi coordinati; le condizioni ai limiti (12,11)
diventano :

92

perz=0;,a =0, —==0;
. ik

pery=0, b =0, d—y§-=0.

La soluzione che soddisfa tali condizioni &

miz nmy
sen ——

Co=Asen 3

(m, n sono interi), le frequenze sono

o=V = [ (5)'+ ()

‘ (latisz; ;[‘rbc;x./are Ie autqfr.equenze delle Yibrazioni di gr;'a membrana rettangolare
Soluzione. Equazione delle vibrazioni della membrana
A rhg=enf
. (efr. Vequazione di equilibrio (14,9)). I bordi della membrana debbono essere
* fissati in ‘modo che ¢ = 0. La soluzione corrispondente &

ma niy

' {=4dsen PR senv"b cos wt
e le autofrequenze S
T ., ({m2 n?)
S R - . - e (G M I
G : ‘ o) oF n ( o bz)

(m, n(v interi).

10—-0630
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9. Trovare la velocitd di propagazione delle vibrazioni di torsione in
sbarre aventi per sezione rispettivamente un cerchio, un’ellisse, un triangolo
equilatero, e in una sbarra avente la forma di una lamina sottile rettangolare
molto allungata.

Soluzione. Per la sezione circolare (raggio R), il momento di inerzia &

4 .
I= Jfg—; prendendo C nel problema 1, § 16, si ha per la velocita di propagazio-

‘ne l/%, coincidente con c;.

Ugualmente (utiliziand‘d i risultati dei problemi 2-4, § 16), si ha per la
sbarra a sezione ellittica la velocita

2ab I/E
a2+b2 p 9’

per la sbarra con sezione a forma di un triangolo equilatero

S
V 5

per la sbarra a forma di lamina rettangolare allungata

h1/i
271— o

Tutte queste velo¢ita sono piu basse di ¢;.
.. 10. La superficie di un liquido incompressibile infinitamente profondo &

‘ficoperta da una lamina elastica sottile. Dedurre il legame tra il vettore d’onda
e la frequenza per onde propagantisi simultaneamente nella lamina e nello strato
superficiale del liquido.

Soluzione. Si sceglie il piano della lamina come piano z = 0, asse z come

direzione di propagazione, z < 0 nel liquido. Allora, l'equazione del moto si
scrive, in queste coordinate, per la lamina libera, nella forma

L WE %
P iz = T 12 (1—0%) ozt

(po @ la densitd del materiale della lamina). In presenza del liquido, bisogna
aggiungere a secondo membro di questa equazione un termine che dia la forza
con cui il liquido agisce su 1 cm? della lamina, cioé la pressione p del liquido.
La pressione nell’onda si esprime per mezzo del potenziale della velocita con

p=—p %p(siftrascura il campo di gravitd). Allora si ha

% _ hE L 99 :
Pol e = — 2(A—0% a2t ° Bt o (1

La componente normale della velocitd del liquido sulla sua superficie deve
essere uguale alla velocitd dei punti della lamina, quindi

of _ 09

"ot o0z 2=0" (2)
11 potenziale @ deve soddisfare in tutto il volume del liquido alla

”e 0% _j @)

oz ' 922 '

Cerchiamo { nella forma = £oe!(**~ 9!, Conseguentemente assumeremo come
soluzione della (3) un’onda superficiale smorzantesi in profonditd ¢ =

= et B¥— 0, B2 gostituendo queste espressioni nelle (1) e (2), otteniamo due
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equazioni per @, e §y, e dalla condizione di compatibilita si’deduce
~ . WE kS
. : . @A = .
e . 12(T—0 (pF hpek)

§ 26. Vibrazioni anarmoniche

Tutta la teoria che abbiamo sin qui esposto sulle vibrazioni
- elastiche & approssimata, nello stesso senso in cui & approssimata
la trattazione della teoria dell’elasticitd fondata sulla legge 4di
- Hooke. Ricordiamo che per quest’ultima si parte dalla sviluppabilita
in serie di potenze del tensore di deformazione dell’energia elastica,
e ci si arresta ai termini del secondo ordine inclusi. Dj conseguenza
le componenti del tensore degli sforzi sono funzioni lineari delle
~ componenti del tensore di deformazione, e le equazioni del moto
_sono lineari.
In questa approssimazione, la connotazione pia rilevante per
“un’onda & che essa pud essere rappresentata da una semplice so-
vrapposizione, cioé da una combinazione lineare di onde monocroma-
. tiche. Ognuna di queste si propaga indipendentemente dalle altre
e puo cosi esistere sola, senza essere accompagnata da altri movi-
- menti, di qualsiasi natura. Altrimenti detto, le diverse onde 10.0N0-
_cromatiche che si propagano simultaneamente nello stesso mezzo
——« non interagiscono ».
Tutte queste propiietd cessano di esistere non appena si passi
_all'approssimazione successiva. Benché siano piccoli, gli effetti
delle approssimazioni successive possono giocare un ruolo dominante
per determinati fenomeni. Questi termini sono di solito denominati
anarmonici, in quanto le equazioni del moto corrispondenti non
~sono lineari e non ammettono quindi soluzioni periodiche (armo-
_niche) semplici.

Considereremo qui effetti anarmonici del terzo ordine, indotti
dai termini cubici, rispetto alla deformazione, nell’energia elastica.
Sarebbe oneroso scrivere nella forma generale le corrispondenti
~equazioni del moto. Tuttavia si pud mettere in luce il carattere di

- tali effetti con questi ragionamenti. I termini cubici nell’energia
elastica danno origine a termini quadratici nel tensore degli sforzi
e quindi anche nelle equazioni del moto. Sistemiamo in queste equa-
zioni i termini lineari a primo membro, quelli quadratici a secondo.
Risolvendo col metodo perturbative, in prima approssimazione re-
stiamo solo con i termini lineari, ciod con equazioni lineari la cui
soluzione w, pud essere rappresentata da una sovrapposizione di
. onde monocromatiche della forma cost- et (kr—ot) - con certe relazioni
"tra @ e k. Passando alla successiva approssimazione, si serivera
" u = u, + wu, e nel secondo membro (dove figurano i termini qua-
_dratici) si conserveranno soloi termini in ug. Poiché u, & soluzione
“delle ‘equazioni di prima approssimazione, cioé delle equazioni

10*
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lineari omogenee, nei primi membri delle uguaglianze i termini
con u, si elidono mutuamente. In definitiva ¢i si ritrova con un si-
stema di equazioni lineari non omogenee nelle componenti di uy,
in cui i secondi membri contengono solo funzioni assegnate delle
coordinate e del tempo. Queste funzioni, che si ottengono sostituendo
u, nei secondi membri delle equazioni di partenza, sono somme di
termini ciascuno proporzionale ad un fattore della forma
¢i [(ks—kn) 1—(0:—0) 1] oyvero, alternativamente ad un fattore della
forma ef [(ktks) r—(0:+0 1] con ;, W, ky, k, frequenze e vettori
d’onda di due onde monocromatiche qualsivoglia, di prima appros-
simazione.

£ noto che un integrale particolare di equazioni siffatte & la
somma dei termini contenenti gli stessi fattori espomenziali che
figurano nei secondi membri, con opportuni coefficienti. Ciascuno
di tali termini corrisponde ad un’onda che si propaga con una fre-
quenza ®, &= ®, e con un vettore d’onda k; + k, (le frequenze
uguali a somme o differenze di frequenze delle onde iniziali sono
dette frequenze di combinazione).

Allora, 1’anarmonicita del terzo ordine conduce ad una sovrappo-
sizione all’insieme delle onde monocromatiche fondamentali (di
froquenze @, @y, ... © vettori d'onda ky, ky, ...) di «onde»
di debole intensita con frequenze di combinazione @, &= ®, e vettori
d’onda k,; & k,. Abbiamo messo le virgolette, perché queste « onde »
rappresentano termini correttivi e non possono sussistere di per sé
(tranne casi particolari; vedi qui sotto). Osserviamo che in generale
per le frequenze o; &= ©, e i vettori d’onda k; + k, non sussistono
piti le relazioni che vi sono tra le corrispondenti grandezze delle
onde monocromatiche ordinarie.

Ma, naturalmente, si possono avere valori particolari di ®;, @
e k, e k, per i quali le somme (per fissare le idee ci limiteremo alle
somme) ©; -+ 0, ¢ ky + k, soddisfano ad una delle relazioni che
debbono essere verificate dalle onde monocromatiche nel mezzo
dato. Ponendo wg = ®; | ®, e kg = k; - ko, si puo dire, dal punto -
di vista matematico, che w; e kg corrispondono in questo caso ad
onde che soddisfano le equazioni lineari omogenee del moto della
prima approssimazione. Se nei secondi membri delle equazioni
del moto di seconda approssimazione compaiono termini propor-
zionali a ¢t &r—9sD con g e kg siffatti, allora si sa che 1’integrale
particolare di queste equazioni ¢ un’onda con questa frequenza e con
un’ampiezza che cresce indefinitamente nel tempo.

" Dunque, la sovrapposizione di due onde monocromatiche ®;, k;
® ,, k,, per cui le somme w3, kj soddisfano alla condizione detta,
conduce, a seguito di effetti di anarmonicitd, ad un fenomeno di
risonanza, cioé nasce una nuova vera onda monocromatica g, kg
con un'ampiezza che cresce nel tempo e che quindi, alla Junga, cessa
‘di essere piccola. E evidente che se la sovrapposizione delle onde
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o, k; € 0,, k, da 'onda @;, k;, la sovrapposizione delle onde wy,
k, e ®;, k; condurra ugualmente alla risonanza e dara luogo all’onda
W, = 05 — Oy, ky = k3 — k;, mentre dalla sovrapposizione delle
onde w,, k, € ®;, k; risulterad I'onda wy, k;.

Ora, in un corpo isotropo la relazione tra m e k 8 = ¢;%, oppure
® = ¢k con ¢; > ¢;. B facile vedere quando pud realizzarsi una di
queste condizioni per ciascuna delle tre onde: w,, ky; @y, ky € ©3 =
= @; + 0y ks =k; + k,. Se k; e k, non sono collineari allora
ks <<k, + k, e quindi risulta chiaro che per siffatti vettori d’onda
la risonanza si presenta in due soli casi: 1) le onde w4, k; ¢ ®,, k,
sono trasversali e 1’onda w,, ks longitudinale; 2) una delle due onde
o, k; 0 0,, k, & longitudinale, 1’altra trasversale e 1’onda w,, k,
¢ longitudinale. Se i vettori k; e k, sono collineari, si ha possibilita
di risonanza quando tutte e tre le onde sono longitudinali o tra-
sversali.

L’effetto d’anarmonicitd con fenomeno di risonanza appare non
solo a seguito della sovrapposizione di diverse onde monocromatiche,
ma anche nel caso di una sola onda w,, k. Allora, a secondo membro
delle equazioni del moto si hanno termini proporzionali a e2itkir—est) |
Ma se la relazione & verificata per la coppia o4, k;, allora (in vistadel
fatto che essa & lineare) viene soddisfatta anche dalla coppia 2,
2k,. Nascono cosi a fianco delle onde monocromatiche gia esistenti
@y, ky, a seguito dell’effetto d’anarmonicita, onde 2w,, 2k, con fre-

—quenza ¢ vettore d onda doppi e la cui ampiezza cresee col tempo.
Infine delineiamo come si possono formare le equazioni del moto
tenendo conto dei termini anarmonici. Il tensore di deformazione

deve ora essere determinato dall’espressione completa (1,3)

. 1 ( ou; dup, du; oy
Uin=" ( dxy, + oz; ox; Ozp ) ? (26,1)
dove non si possono pid trascurare i termini quadratici in u;. Si
scriverd quindi 1’espressione generale della densitd d’energia & 1)
per i corpi, con simmetria data, nella forma di uno scalare formato
con le componenti del tensore u;; e di certi tensori costanti, caratte-
ristici della sostanza costituente il corpo, facendo figurare la potenza
di u;;, richiesta. Sostituendo quindi I'espressione (26,1) di u;; e tra-
scurando 1 termini con potenze troppo elevate di u; si ottiene 1'ener-
gia € in funzione delle derivateg%'—;, con la precisione richiesta.
Per dedurre le equazioni del moto osserviamo che la variazione™
0& pud scriversi
0% ou;
08 = ( du; ) 8 dry
o —
dry

1) Si ba qui in vista 1’energia interna ¢, e non 1’energia libera F, poiché
si tratta di vibrazioni adiabatiche.
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ovvero, introducendo

Oip= - (26,2)

nel modo- seguente:

[ __ abu; 0 38;in
08 = a1, 7= - (Ondus) — Buy 2%
I coefficienti di —O0u; sono le componenti-della forza per unita di
volume del corpo; formalmente mantengono la loro forma originaria
e le equazioni del moto vengono nuovamente scritte come
e acik

ooty = S (26,3)

0o & la densitd del corpo non deformato; le componenti del tensore
0;, sono ora date dalla (26,2) dove & & scritta con la precisione ri-
chiesta. Si noti che il tensore o;; non & pid simmetrico t).

PROBLEMA

Scrivere 1'espressione generale dell’energia elastica di un corpo isotropo
nell’approssimazione del terzo ordine.

Soluzione. A partire dalle componenti di un tensore simmetrico di rango
due si possono costruire due scalari quadratici (u2, e u}) e tre scalari cubici

(uf), wyud,, uipu;uyg). Allora la forma generale di un’espressione scalare con-
tenente termini di secondo e di terzo grado in u;, con coefficienti scalari (il
corpo & isotropol) & ' '

C
3

K ‘ A
€=puf + (—5---% );;lf?l + 5 v Budun - 5 ufy

(i coefficienti di uipe di ‘ufl sono stati espressi in funzione dei moduli di compres-
sione e scorrimento; 4, B, C sono tre nuove costanti). Sostituendovi D'espres-

1) Sottolineiamo che o;;, non rappresenta pid la densitd di flusso dell’im-
pulso (il tensore degli sforzi). Nella teoria ordinaria una tale interpretazione

deriva dall’integrazione della densitd di forza di volume a;zi: nel volume del

corpo. E alloraessenziale che, integrando, non si facciano distinzioni tra le coor-
dinate dei punti del corpo prima e dopo la deformazione, trascurando la diffe-
renza tra queste. Tuttavia, passando alle approssimazioni successive, non &
piti possibile tale omissione, poiché la superficie che delimita il dominio di inte-
grazione non coincide piG con la superficie reale del dominio considerato del
corpo dopo la deformazione. .

Si & mostrato nel § 2 che la simmetria di o;;, & connessa alla conservazione
del momento cinetico: questo risultato qui cade in quanto « la densitd di momen-

to cinetico » deve scriversi non pill z;u, — zpu;, bensi

(z; + ug) iy — (zy + ) Uz
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sione (26, 1{ di Uz, © limitandosi ai termini del terzo ordine inclusi, si ha per

I’energia elastica
Qg (K (ou)e,
(5_ 4\ dxyp, + Ox; 2 3 ox;
A4\ ug ouy au,L( B4-K u)
+(“+ 4) dzy, 0x; Ozp | 2 3 )X
% duy (6‘u )2 A Juy; Oup ouy | B du; dup du _(_;'_('auz )3
dx; \ ozy 12 9z, 0z oz ' 2 omp og; o0z ' 3 \oz; ) °




Capitolo IV

DISLOCAZIONI 1)

§ 27. Deformazioni elastiche in presenza di dislocazioni

Le deformazioni elastiche in un cristallo possono essere prodotte
non soltanto dall’azione di forze esterne, ma anche generate da difetti
di struttura interna. Tali sono le dislocazioni, che influenzano neces-
sariamente le proprietd elastiche dei cristalli. Lo studio delle pro-
prietd delle dislocazioni dal punto di vista atomico, microscopico,
non ricade nell’ambito di questo libro; qui ci limitiamo agli aspetti

macroscopici del fenomeno, che inte-
y ressano la teoria dell’elasticita. Tut-
l tavia, al fine di meglio evidenziare il

R EEEREEE senso fisico delle relazioni qui espo-
e ce 090000 ste,r%qo?diaquri-corr(?ndoa({tlleqse.mpi
semplici, qualisianole caratteristiche
o e e o ¢ e 000 . difetti di dislocazione dal punto
e o0 o9 ® 0 di vista della struttura del reticolo
o e © © ® e o &  cristallino.
e 606 0606 0 00 ) Immaginiamo che‘51 sia inserito
in un reticolo cristallino (rappresen-
® & 6 0 0 0 2o tato in sezione nella fig. 22) un semi-
e o 060 0 0 0o o0 piano « eccedente » (coincidente nella

figura con il semipiano superiore y, z).
Fig. 22 La linea del bordo di questo piano (nel
disegno, ’asse zperpendicolare al piano
si denomina in questo caso dislocazione di bordo. L'alterazione della
struttura del reticolo & grande nelle immediate vicinanze della dislo-
cazione, ma, gid ad una distanza dell’ordine di qualche periodo,
i piani cristallini hanno riacquistato la loro regolarita. Purtuttavia
la deformazione non cessa di esistere lontano dalla dislocazione;
essa si manifesta chiaramente quando si descriva nel piano z, y
un contorno chiuso attorno all’origine, passante per i nodi del reti-
colo. Se si definisce a mezzo del vettore u lo spostamento di ogni
nodo relativamente alla posizione da esso occupata nel reticolo
ideale, si trova che 1'incremento totale di tale vettore non & nullo
ma che invece & uguale ad un periodo lungo 1'asse z.

1) Ha collaborato alla redazione di questo capitolo 4. M. Kossevits
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Un altro tipo di dislocazione pud essere rappresentato come segue: -
si « tagli » il reticolo cristallino secondo un semipiano, quindi si
ruotino, facendole spostare 1'una verso I’altra, le due facce del taglio,
parallelamente al bordo del taglio stesso (dislocazione elicoidale).
Una tale dislocazione trasforma i piani cristallini in superfici eli-
coidali. Quando si fa un giro completo attorno alla linea di dislo-
cazione (asse dell’elicoide), il vettore spostamento dei nodi si incre-
menta di un periodo, parallelamente a questo asse. La figura 23
illustra 1’esempio in questione.

n

L
Fig. 24

Dal punto di vista macroscopico, la deformazione di dislocazione
del cristallo, considerato in quanto mezzo continuo, gode, nel caso
generale, della proprietd seguente: quando si descrive un contorno
chiuso arbitrario L attorno alla linea di dislocazione D, il vettore
di spostamento elastico u si incrementa di una quantitd finita b
uguale (in grandezza e direzione) ad uno dei periodi del reticolo
cristallino; il vettore b & detto vetiore di Burgers della dislocazione.
Quanto detto & espresso dalla formula

du;
gé%dui=<§-a§; dzy = —Db;, (27,1)

dove il senso di percorrenza del contorno & assegnato dalla regola
del cavatappi mediante il verso del vettore v tangente alla curva
di dislocazione (fig. 24) ). La curva di dislocazione stessa & il luogo- .
dei punti singolari del campo di deformazione.
E evidente che il vettore di Burgers b & costante lungo la curva
Anasinna o ah fa priviva man NTia intanrra o a]]’inl‘orno,

3 a1 1
1 (iSL0Cazione e Ciie Juesia Cuiva non PUus inwerrsmpersi aid 1ner

del cristallo, i suoi due estremi devono o emergere sulla superficie:

1) Nei casi semplici delle dislocazioni di bordo ed elicoidale sopra esposti,

le linee di dislocazione D sono rette lungo le quali si ha rispettivamente T i b,

1 || b. Osserviamo che nella fig. 22 le dislocazioni di bordo con b opposti si

_distinguono per il fatto che il semipiano « eccedente » si trova al di sopra o al
si sotto del piano z, z (si dice di tali dislocazioni che sono di segno opposto).
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-del cristallo, ovvero la curva (come avviene nei casi chesi realizzano
in natura) deve chiudersi su se stessa. :

La condizione (27,1) significa, in altri termini, che in presenza
-di dislocazioni il vettore spostamento & una funzione multivoca delle
-coordinate, che subisce un incremento dato quando si descriva un
-«contorno chiuso attorno alla linea di dislocazione. Ma, fisicamente,
¢ manifesto che non puo esistere alcuna multivoeitd: 1’incremento b
significa semplicemente una traslazione supplementare dei punti
del reticolo pari ad un suo periodo, il che non altera in nulla il suo
stato.

Sara comodo per il seguito introdurre la notazione

win =G (27,2)
che permette di riscrivere la (27,1) nella forma
§ winde, = —b, 27,3)
L .

Il tensore (non simmetrico) w;, & denominato tensore di distorsione.
La sua parte simmetrica da il tensore di deformazione

1
Uip w5 (Win =+ Wy;)s . (27;4)

In virtda di quanto sopra detto i tensori w;; e u;; (e quindi il tensore
-degli sforzi ¢;;) sono funzioni univoche delle coordinate, contraria-
mente ad u (r). C R

La condizione (27,3) pud essere riformulata in forma differen-
ziale. A tal fine si trasformi I’integrale sul contorno L in un integrale -
superficiale esteso ad una superficie arbitraria S, avente come bordo
detto contorno 1): , :

B o ow k
§wmk Az, = 5 €im axr;l '
L SL

df,.

A mezzo della funzione 8 bidimensionale, riscriviamo il vettore
costante b, sotto forma d'integrale esteso alla medesima superficie:

bo=| wbd @ (27.5).

Sg,

1) 8i realizzajla trasformazione tramite il teoremafdi Stokes sostituendo
dz;, con
= d

A% — df i&ilm;a—m' )

dove e;;,, & il tensore antisimmetrico unita.
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% ¢ il raggio vettore bidimensionale contato a partire dall’asse di
dislocazione nel piano perpendicolare a T nel punto dato. Poiché
L & arbitrario, 1'ugu glianza degh integrali comporta quella degli
integrandi:

!eum %‘:"— = ——ribké (%). (27,6)

Questa & la forma differenziale cercata l).

Il campo di spostamento wu (r) attorno alla dislocazione pud
essere scritto nella sua forma generale se & noto il tensore di Green
Gy, (r) delle equazioni dell’equilibrio del mezzo anisotropo dato,
ciod se & nota la funzione che determina la componente u; creata nel
mezzo illimitato da una forza unita concentrata nell’origine e diretta
secondo ’asse degli x;, (cir. § 8). Questo si puod fare facilmente con il-
procedimento formale che ora illustreremo.

Invece di cercare soluzioni a pih valori delle equazioni dell’equi-
librio, considereremo u (r) come funzione univoca, convenendo che:
essa subisce una discontinuitd data b su una certa superficie arbi-
trariamente scelta S p, che ha per bordo la curva (« maglia ») della
dislocazione D. Allora, il tensore di deformazione, la cui espressione
¢ data dalla (27,4), avra una singolarita di tipo § sulla « superficie
di discontinuita »: . 't

L. S

dove { & la coordinata contata a partire dalla superficie S p, secondo
la normale n (orientata rispetto a v come & indicato nella fig. 24),..

Poiché in realta mon vi sono singolarita fisiche nello spazio
attorno alla dislocazione, il tensore degli sforzi o;, deve, come gii-
detto, essere una funzione univoca e ovunque continua: Ora, si ha.
un legame formale tra il tensore di deformazione (27,7) ed il tensore
degli sforzi o = kiklmuﬁ‘?,f, che ha anche lui una singolarita sulla..
superficie S 5. Per eliminarlo, bisognerd introdurre forze di volume
fittizie, distribuite su S p, con una certa densitd f8). Le equazioni
dell’equilibrio, in presenza di forze di volume, hanno la forma

66sz + 5 = 0 (cfr. 1a (2,7)). Allora, si dovra porre
acr(S) PE)
P = == — hinm (27,8

In questo modo il problema della ricerca di una funzione multivoca
u (r) é ricondotto a quello della ricerca di una funzione univoca ma

1) Qsserviamo, per evitare ogni possibilitd di fraintendimento, che sulla
linea di dislocazione stessa (§ — 0), in quanto luogo:di punti singolari, la rap-
‘presentazione di w;y, come derivate (27,2) perde di senso.
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discontinua, in presenza di forze di volume definite dalle formule
(27,7) e (27,8). Gi si pud servire ora della formula

w )= | Gy c—r) () av.

Sostituendo in questa la (27,8), integriamo per parti; cio fatto,
I’integrazione della funzione 8 & banale e si ottiene

4 ()= —gambm | 7 Gy (r— 1) df" (27,9)

)

che fornisce la soluzione del problema?),

La deformazione (27,9) assume una forma molto semplice quando
si sia lontani dalla maglia della dislocazione chiusa. Se si suppone
tale curva situata nelle vicinanze dell’origine, a grandi distanze r
(rispetto alle sue dimensioni lineari), si ha

9G;j (r)
Ui (1) = = Apimdim —5—» (27,10)
ove
] o~ 1 oy [' 1.2 1 L’ 7 rio LW W AN
Qip =100y °i=) niaf=3eik13)$kaxh (£4,11)
. 5p D

dove e;;; ¢ il tensore antisimmetrico unitario. Il vettore assiale S
ha come componenti le aree delimitate dalle proiezioni della curva D
sui piani normali agli assi delle coordinate corrispondenti; il tensore
d;» vienejchiamato tensore del momento di dislocazione. L.e compo-
nenti del tensore G;; sono funzioni omogenee di primo grado in
z, ¥, z, (cfr. pag. 42); allora dalla (27,10), per u;: u; oo 1/r%. 11
corrispondente campo degli sforzi o;, oo 1/r3.

E ugualmente semplice ricavare I’andamento della dipendenza
degli sforzi elastici rispetto alla distanza attorno ad una dislocazione
rettilinea. In coordinate cilindriche z, r, ¢ (asse z allineato con
I’asse della dislocazione) la deformazione verrd a dipendere sole
da r e ¢@. L'integrale (27,3) non deve, chiaramente, variare in una
trasformazione omotetica arbitraria di ogni contorno nel piano z, y.
Questo evidendemente & possibile solo se tutti i w;; oo 1/r. Poiché

1) 11 tensore G;; per un mezzo anisotropo & stato dedotto nell’articolo di
I. M. Lifsits e L. N." Rosentsveig, citato a pag. 41. Questo tensore & in generale
molto complicato. Nel caso di dislocazioni rettilinee, quando si tratti un pro-
blema piano di elasticitd, pud essere piti vantaggioso risolvere direttamente le
equazioni dell’equilibrio.
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anche il tensore u;, viene ad essere proporzionale a questa potenza
di 1/r, ne consegue che lo stesso si otterra per il tensore degli sforzi
O;p 0 1/r 1).

Finora abbiamo trattato soltanto delle dislocazioni, ma le for-
mule dedotte mantengono la propria validitd anche per deforma-
zioni provenienti da altri difetti della struttura cristallina. Le
dislocazioni sono difetti di struttura lineari, ma si trovano anche
difetti tali che l’alterazione della struttura si osserva all’intorno
di una superficie 2). Dal punto di vista macroscopico, un difetto
di questa specie puo essere descritto come una superficie di discon-
tinuitd su cui il vettore spostamento u fa un salto (ma, in virtd
delle condizioni d’equilibrio, gli sforzi o;, restano continui). Se il
salto b & costante su tutta la superficie una tale rottura di regolarita
non differisce, dal punto di vista delle deformazioni prodotte, da una
. dislocazione (situata lungo il suo bordo). Soltanto si ha che il vettore
b non risulta uguale ad un periodo cristallino. D’altra parte, la
superficie S p, precedentemente introdotta, non & pit arbitraria ma
& assegnata dalla superficie di discontinuita fisica. Una certa energia
supplementare & connessa a una tale superficie di discontinuitd e
pud essere descritta introducendo la tensione superficiale corri-
spondente.

— PROBLEMI

1. Scrivere, in funzione del vettore spostamento3), le equazioni differen-
ziali di equilibrio per una deformazione da dislocazione in un mezzo isotropo.
Soluzione. In termini di tensore degli sforzi o del tensore di deformazione,

o s oas R 90; .
le equazioni di equilibrio hanno la forma usuale a—xl—’—‘ = (0, ovvero, sostituendo
. 73

a O;p, la sua espressione (5,11),

duin o 6uu __ )
ozg + 1—20 - 9x; =0 M

1) Osserviamo l'analogia tra il campo di deformazione elastica attorno alla
linea di dislocazione ed il campo magnetico di correnti lineari continue; il
tuolo dell’intensita di corrente & qui rilevato dal vettore di Burgers (deve essere
costante lungo la linea di dislocazione nello stesso modo in cui deve esserlo
I'intensitd di corrente). Tali analogie emergeranno chiaramente nel seguito
della trattazione. Tuttavia, senza dire della natura completamente diversa dei
due fenomeni fisici, I’analogia ¢ meramente formale e sprovvista di qualsivoglia
senso, proprio in vista della differenza nel carattere tensoriale delle grandezze
corrispondenti. i : :

2) Un esempio noto di tale genere di difetti & dato da uno strato sottile
emitropo nel cristallo. \

3) I1 senso fisico del problema, per quanto concerne 1'isotropia del mezzo,
© puramente convenzionale poiché le dislocazioni reali sono proprie solo dei
cristalli, cioé dei mezzi anisotrepi. Purtuttavia, questi problemi presentano
an certo interesse, servendo ad illustrare la teoria. :
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- Passando al vettore u, bisogna tenere conto della condizione differenziale (276).
Moltiplicando la (27,6) per e;;,, e contraendo su i e k, si ha?)

wnk owpy . :
Tozn  Gzn [*b], 8 (8). (2)
Riscrivendo la (1) nella forma

4 w1 Owp, O wu

2 "9z 2 oxp ' 4—20 oz
e sostituendo la (2) in questa uguaglianza, si trova
OWpi | 1 dwy .
axk T 1—26 6xi ’_[“';'h]l[6 (g)'
Passando ora, secondo la (27,2), ad u, abbiamo 'equazione che si cercava per
la funzione multivoca u (r), nella forma

Au_l_%vdiv u=/{th] 6 (§). @y

2. Determinare la deformazione attorno ad una dislocazione rettilinea
elicoidale in un mezzo isotropo.

Soluzione. Scegliamo le coordinate cilindriche z, r, @ con 1’asse z allineato
con la linea della dislocazione; vettore di Burgers: b, = &, = 0, b, = b. E evi-
dente, per ragioni di simmetria, che lo spostamento u & parallelo all’asse z e non
dipende dalla coordinata z. L’'equazione di equilibrio (3) del problema 1 si
riduce a Au, = 0. La soluzione che soddisfa la condizione (27,1) &2

Uy = % Q.
I tensori u;p e 0;; hanno soltanto le componenti
Uy = b 0= ub
T 4nr? 2 2nr

non nulle, quindi la deformazione & un puro scorrimento.
L’energia libera di dislocazione (per unitd di lunghezza di dislocazibne)
é data dall’integrale

1 © pb? dr
F =—2'S 2usg0r0 AV =1 S -
che diverge logaritmicamente nei due estremi. Si prenderd per estremo inferiore
una quantitd dell’ordine delle distanze atomiche (~b), per cui la deformazione
¢ grande e la teoria macroscopica diviene inapplicabile. L’estremo superiore &
determinato dalle dimensioni dell’ordine di grandezza della lunghezza L della
dislocazione. Allora
) ot L
= " b "
Per quanto riguarda 1’energia di deformazione nel « cuore » della dislocazione,
nelle vicinanze del suo asse (nelle regioni in cui 1’area della sezione & ~5?),

1) Ricordiamo che
esmeinn =10mn— 61nOmn.-

2) In tutti i problemi con dislocazioni rettilinee © & diretto nel verso delle
2 negative. i i




DISLOGAZIONI ' 159

la si pud prendere ~pd2. Per In (L/B)> 1, questa energia & piccola rispetto al-
Penergia del campo della deformazione elastica?).

3. Determinare gli sforzi interni in un mezzo anisotropo attorno ad una
dislocazione elicoidale perpendicolare al piano di simmetria del cristallo.

Soluzione. Scegliamo il sistema di coordinate z, ¥, 2z, in modo tale che
’asse z sia 1’asse della dislocazione (nuovamente b, = b). Il vettore u & ridotto-
nuovamente ad una sola componente non nulla u, = u (=, y). Il piano =z, y &
piano di simmetria, quindi tutte le componenti di A, contenenti z un numero.
dispari di volte sono nulle. Dunque per o;, si hanno solo due componenti nor.
nulle:

ou du
Oz = Aoy rre +7"xzyz Ty‘ ,

du du
Oyz== A'yzxz ‘a‘z—+xyzyz _67 .

Introduciamo il vettore ¢ ed il tensore haB bidimensionali: Og = Oy xaﬁ =
= Aoz, (=1, 2). Allora
u

Ga=AaB—ax—B?

e 'equazione di equilibrio si scrive div ¢ = 0. La soluzione cercata di questa

~

equazione & quella che soddisfa la (27,1): & Vudl = &. Posto in questa forma,

il problema coincide con quello della ricerca dell’induzione e del campo ma-

gnetico (rappresentati qui da ¢ e Vu)in un mezzo anisotropo (di permeabilita

magnetica Ayg) attorno ad un filo percorso da una corrente di intensitd I —

= cb/4n. Utilizzando la soluziome di questo _problema, nota dall’elettrodina-
~ Inica, si ha (cir. VII1, § 29, problema 5)

b AapepyzTy
U AT PSP

dove | A | & il determinante del tensore Awep. ,

4. Determinare la deformazione attorno ad una dislocazione di bordo retii—
linea in un mezzo isotropo.

Soluzione. Sia z 1'asse scelto allineato con la linea della dislocazione, e i}
vettore di Burgers: b, = b, b, = b, = 0. Dalla simmetria del problema di-
scende che il vettore di deformazione ¢ tutto nel piano z, y e non dipende da z,
talché il problema & piano. Nel seguito del problema, tutti i vettori sono nel
piano z, y, e le operazioni vettoriali si effettuano in questo piano. ,

Ricerchiamo la soluzione dell’equazione

Ogz=

.Au+T_12? V div u= — bjo (r)

(vedi problema 1; j & il versore dell’asse y), nella forma u = u® 4 w, dove
u® @ il vettore di componenti

b b
0 O
. ufl =59 uy"_zﬂ Inr

1) Queste stime hanno validita generale e si estendono al caso di dislo-
cazioni qualunque (non solo elicoidali). Bisogna osservare che in generale
i valori di In (L/b) non sono cosi grandi ¢ che quindi l’energia del «cuores
della dislocazione costituisce una parte_ notevole dell’energia totale di di-
slocazione. ’
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{parte immaginaria e reale di (5/2x) In (z 4 iy)); r, ¢ sono le coordinate polari
nel piano z, y. Questo vettore soddisfa la (27,1) ed il problema & ricondotto
.a_lla ricerca della funzione univoca w. Poiché; come & facile verificare

div u® = 0, Au® ='pjb (r),
‘w soddisfa 1’equazione

1 . .
Aw+1_——2? V div w= —2bjd (r).

B 'equazione di equilibrio sotto 1’azione di forze concentrate lungo 1'asse z
con densitad di volume 2—%—) 8 (r) (cfr. I’equazione (1) nel problema del § 8).
Con il tensore di Green per un mezzo illimitato, trovato in questo problema,
w si ottiene dall’integrale

_ b et (83—40) j L ry , [y —
Y =Bn(i—o) ’25 [ " T —-—33:le ) R=V 72,
0

8i trova infine

_ b y 1 zy
Ye=Tom {amtg?{“‘; 2(A—0) 2 +i° }a

_ b 1—20 ICITI] 1 z2

W= T on \2(1—0) In V& +y +2(1__0) a:2+y2}'

11 tensore degli sforzi che si deduce di qui ha componenti cartesiane
e Y (3224 ¥ (z2—y?) z (22 —y?)
Oyn == —0D ———(x2+y2)2 N O'yysz ——_—-(xz—i—yi)z » Gxy=5bD

= @R
¢ componenti polari

sen @ ‘ CoS o
==, Orp=5D

Opp=Ogp= —bD ,

~con D=p/2n(1—=0). .
"7 5. Un numero infinito di dislocazioni identiche, di bordo, rettilinee, paral-
lele in un mezzo.isotropo, sono contenute in un piano perpendicolare ai loro
* vettori di Burgers, alla distanza & 1’una dell’altra. Trovare gli sforzi di scorri-
:n:lento creati da un tale «muro di dislocazioni», a grandi distanze (rispetto
cad h). s :
o Soluzione. Supponiamo le dislocazioni parallele all’asse z e contenute nel
iano y, z. Secondo quanto trovato nel problema 4, lo sforzo totale creato da tutte
e dislocazioni nel punto z, y & dato dalla somma '

o x2._(y_nh)2
D

Ty {24 y)=bDz
EETN IR RSO Sh NE=—o0o

Riscriviamola nella forma ‘

; . 8 (a,
Gay=—D-[ I (@, 5)+a_(6ia5—)],
. dove o :
R T R S
@ B= 3 mrEg—ae YT b=

N==—00
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Usando la formula di Poisson

o oo

S im= S £ (a) e27iA% g
N==—o00 h=—00 —c0
si trova

- v gmme  €2iRE g
J (o, B)= S Tjg‘z“‘"”‘e D) e2inb S ’ ea2+—§2§ =
h={ —o0

- 00

o0
T 2n - 2mha
_F_‘—T Z e cos2nkﬁ.
k=1

Per o = z/R> 1, si pub arrestare la somma al primo termine, e si ha corrispon-
dentemente

Oy =4n2D %:— €72/ gog (Zn%) .
Si vede cosi che gli sforzi decréscono ésponenzialmente. quando ci si allontani
dal muro. . -

§ 28. Azione del campo di- sforzi sulla dislocazione

Consideriamo una maglia di dislocazione ) nel campo di sforzi

—elastici 0l creati da carichi esterni dati, e calcoliamo la forza a cui
questa & sottoposta in tale campo.

In virtd delle regole generali, bisogna a tal fine trovare il lavoro

OR effettuato dagli sforzi interni in uno spostamento infinitesimo

della curva D. Se 6u;;, & la variazione del tensore di deformazione

‘dovuta a questo spostamento, si ha, tenuto presente la (3,1) %),

R = — 5 Ggi_)ﬁuik dav.

La distribuzione degli sforzi ol & supposta indipendente dalla
posizione della dislocazione, quindi il segno di variazione § pud
essere portato fuori dell’integrale. Tenuto poi conto della simmetria:

: . 1oy . 0080 R
del tensore ¢ e dell’equazione di equilibrio a”‘ = 0, scriveremo
zp,

Oz;

6R=—3 | ofupav=—s | ofp 2n gy _

= =8 | g-(fuwyav. (28.1)

!) Per evitare ogni malinteso, sottolineiamo che 8u;p, & in questa formula
(secondo il significato di questa grandezza nella (3,1)) la variazione (geome-
trica) totale della deformazione a seguito di uno spostamento infinitesimo della
dislocazione; essa & costituita, nel easo presente, dalla parte elastica e dalla

parte plastica. (vedi paragrafo suceessivo).

11-0630
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Considereremo, secondo quanto esposto al paragrafo precedente,
u come una funzione univoca, discontinua su una certa superficie
S, che si appoggia alla linea D. Allora, si puo trasformare I'inte-
grale di volume (28,1) in integrale su una superficie chiusa passante
per il bordo superiore ed inferiore del taglio di S p, raccordati da
una superficie laterale infinitamente stretta (un tubo), inviluppante

la linea D. I valori di 62, che sono continui, sono identici sui due
bordi, quelli di u differiscono della grandezza data b. Si ha dunque D]

SR= — thS o2 df;. (28,2)
Sp
Sia 8r lo spostamento di ogni elemento della linea di dislocazione

dl. Questo spostamento provoca la variazione dell’area di Sp; si
ha &f = [6r dll, cioé

8f; = eimndZm Al = €imn0Tm T, dl.

Allora, il lavoro (28,2) pud essere scritto nella forma di un integrale
di linea esteso alla curva della dislocazione:

dR= — & bkeimncgl)axm":n dl,
D

dove t & il vettore tangente a D.

11 coefficiente di 8z, nell’espressione integranda, cambiato di
segno, & la forza f,, agente sull'unitd di lunghezza della linea di
dislocazione. Cioé si ha .

fi = eihszUffﬁbm (28,3)
(M. Peach e J. Koehler, 1950). Notiamo che la forza f & normale a 7,

ciod alla linea di dislocazione, come anche al vettore 0by,.

1] piano definito dal vettore © e dal vettore b in ogni punto
della dislocazione & detto piano di scorrimento dell’elemento di di-
slocazione corrispondente (per tutti gli elementi, questi piani sono
ovviamente tangenti alla superficie di scorrimento di tutta la di-
locazione, che & una superficie cilindrica, le cui generatrici sono
sparallele al vettore di Burgers della dislocazione b). La partico-
laritd fisica del piano di scorrimento & che la dislocazione non puod
spostarsi facilmente, anche di poco, eccetto che in questo piano 2).

1y L’integrale sul tubo laterale di raggio o si annulla per p — 0, poiché
gli u, vanno all’infinito piG lentamente di 1/p.

2) Questa circostanza risulta, come 3 noto, dall'immagine microscopica del
difetto di dislocazione. Cosi, per spostare nel suo piano di scorrimento (z, 2)
la dislocazione di bordo rappresentata nella fig. 22, sono sufficienti degli spo-
stamenti relativamente piccoli degli atomi, a seguito dei quali diventano « ecce-
denti » dei semipiani cristallini via via pia distanti dal piano y, z (ma, come -
prima, paralleli a questo piano).

Invece, per gli spostamenti di dislocazione nelle altre direzioni, questi’
sono possibili solo a seguito di processi di diffusione. Cosi, la dislocazione nella’-
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In relazione a cid diviene interessante determinare la componente
della forza (28,3) su questo piano. ~

Sia % la normale alla linea di dislocazione nel piano di scorri-
mento. La componente cercata (denotata con fi) & allora f, =
= %ifi = e i%;by 100, ciod \

fi1 = vioinbn, (28,4)

v = [x7] & la normale al piano di scorrimento. Poiché b e v sono
ortogonali, si vede che (si prendano due assi coordinati allineati
con questi due vettori) la forza f, & determinata in tutto e per

tutto da una sola delle componenti di ¢{.

La forza totale agente su tutta la maglia di dislocazione &
Fi=einbn ~§> ofm dzy, (28,9)
D

ed & diversa da zero solo in un campo di sforzi non uniforme (se

Oim = cost, allora l'integrale si riduce a & dzyp = 0). Se il campo

o
degli sforzi varia di poco su una distanza dell’ordine delle dimen-
sioni di D, abbiamo ,

F b, 2 6 g
.=e.k __§x Xy
i iklYm c’)\:l:p J D

(si & supposto D nell’intorno dell’ origine delle coordinate). Questa

forza pud essere espressa per il tramite del momento di dislocazione
dn; (27,11):

Fi zdkl a.’ti . ) (28,6)

PROBLEMI

1. Trovare la forza di interazione di due dislocazioni elicoidali parallele
in un mezzo isotropo. i v

Soluzione. La forza agente sull'unitd di lunghezza di una dislocazione nel
campo degli sforzi creato dalla seconda dislocazione si determina con la formu-
la (28,4) e ricorrendo ai risultati del problema 2, § 27. E radiale e vale

—_ by
2mr

»

Dislocazioni di uguale segno si respingono (b1by > 0), di segno opposto si atti-
rano (b;b, << 0). o : : )
2. Una dislocazione elicoidale rettilinea & situata parallelamente alla super-

ficie libera piana di un mezzo isotropo. Trovare la forza agente sulla disloca-
zione. , .

fig. 22 pud spostarsi nel piano y, 2 soltanto se gli atomi del semipiano. « ecce-

‘dente » lo abbandonano per diffusione. Ma un tale processo entra in gioco solo
a temperature sufficientemente grandi.

11*
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 Soluzione. 1l piano y, z & preso sulla superficie del corpo, la dislocazione
parallela all’asse z e di coordinate z = x,, y = 0.

11 campo degli sforzi, che lascia libera la superficie del mezzo, & descritto

dalla somma del campo di dislocazione e dal suo simmetrico rispetto al piano
y, z come se fossero situati in un mezzo illimitato:

oem b2 [ ¥ ]
1 =79 | m—g)2 -yt (2t +yt
. =_Jib__‘[ rT— g o -+ x4 J
T T 0n L @—=)2 Y (@+z) +y”
Un tale campo agisce sulla dislocazione considérata con una forza uguale all’attra-

zione della sua immagine speculare, ciod la dislocazione & attraita verso la
superficie del mezzo con la forza . ‘ .

__ub?
f= 4z,

3. Trovare la forza d'interazione di due dislocazioni di bordo parallele
in un mezzo isotropo, disposte in piani di scorrimento paralleli.

Soluzione. Supponiamo i piani di scorrimento paralleli al piano z, z, l’asse z
parallelo alle linee di dislocazione; cosi come nel problema 4, § 27, si pone

1, = —1, b, = b. Allora, la forza agente sull’unitd di lunghezza della disloca-~
zione nel campo degli sforzi elastici o;; ha per componenti
fao = boxy, fy = —b0yy.

Nel presente caso i 0;;, sono determinati tramite le espressioni trovate nel pro-
blema 4, § 27. Se una delle due dislocazioni coincide con 1l'asse z, essa agisce
sull’altra passante per il punto z, y, nel piano z, y, con una forza di componenti,
in coordinate polari ' ‘

bb,D
]c(p=12

__bibyD

r ?

SN
sen 29, b=rti=0r"

La proiezione della forza sul’ piano di scorrimento &

r
r

fombybyD 2R 2

v r

Si annulla per @ = n/2 e @ = /4. La prima ;posiziqhe corrisponde ad una posi-
zione di equilibrio stabile per byb, > 0, la seconda lo & per byby < 0.

§ 29. Distribuzione continua di  dislocazioni..

€6 ifi un cristallo-sono presenti -irn-—gean- numero dislocazioni
situate a distanze relativamente piccole le une dalle altre (ma grandi
rispetto alla costante del reticolo), allora diventa necessario con-
siderare le loro proprietd da un punto di vista statistico. In altri
termini, si considerano nel cristallo elementi di volume del cristallo
« fisicamente infinitesimi'», attraversati da un grande numero di
linee di dislocazione. '

Si formula l’equazione che esprime la proprieta fondamentale
delle deformazioni 'di dislocazione, generalizzando I'equazione
(27,6): Iniroduciamo’ il tehsore’ oy, (tensore.di densitd di djislocazione)

art
i
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in modo tale che il suo integrale su una superficie, che ha per bordo
un contorno arbitrario L, sia uguale alla somma b dei vettori di
Burgers di tutte le lmee di dislocazione comprese entro questo
contorno: -

S Pin Af; = by. (29,1)
S,
Le funz1on1 continue p; descrivono la dlstrlbuzwne delle disloca-

zioni nel cristallo. Questo tensore sostituisce 1’espressione nel secondo
membro della (27,6):

7] o
€iim —I;%c";—k‘—‘ —Pin- (29,2)
Come si vede da questa equazione, p;; deve soddisfare la condizione
 om
%‘;"—_-O ‘ (29,3)

(nel caso di una sola dislocazione questa equazione esprime sempli-
cemente la costanza del vettore di Burgers lungo una linea di di-
slocazione). &

Con questo tlpo di approccio, la grandezza primitiva che de-
scrive la deformazione, e che determina il tensore di deformazione
tramite le (27,4), viene ad essere il tensore w;,. Per quanto riguarda
lo spostamento u, connesso a w;, per il tramite della (27,2), non .

4puu Plu essere introdotio { \come- & evidente dal fattc che con upa——
simile definizione il primo membro della (29,2) si annulla identica-
mente in tutto il volume del cristallo).

Sin qui abbiamo considerato le dislocazioni come fisse; consi-

deriamo ora il problema della formulazione del sistema di equazioni
che permetta, in linea di principio, la determinazione delle defor-
amazioni elastiche e degli sforzi in un mezzo in cui le dislocazioni
sl muovano secondo wuna.legge assegnata (E Krb'ner,‘G Rieder,
1956) 1. «
L equazwne (29,2). non dlpende dallo stato di quiete o di moto
delle dislocazioni; il tensore w;;, come precedentemente resta la
grandezza che determina la deformazione elastica; la sua parte sim-
metrica e il tensore di deformazione elastica, connesso al tensore
degli sforzi secondo la legge di Hooke.

Malgrado cio, questa equazione non & sufficiente, da sola, alla
vformulazwne completa del problema. Il sistema completo delle equa-
zioni deve anche determinare la velocita v dello spostamento dei pun-
ti del mezzo.

1) Non trattiamo qui la determinazione del moto stesso delle dislocazioni
a partire dalle forze applicate. La soluzione di questo problema esige uno studio
dettagliato del meccanismo microscopico del movimento delle dislocazioni
e del loro rallentamento ad opera di difetti diversi, che deve essere fatto tenendo
“in conto i dati effettivi della struttura dei cristalli reali. .
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Ma allora, occorre notare che il movimento delle dislocazioni
avviene, simultaneamente alla variazione della deformazione ela-
stica, con variazioni della forma del cristallo non legate all’appari-
zione degli sforzi, cioe con la deformazione plastica. E noto che il

movimento delle dislocazioni rappresenta

proprio il meccanismo della deformazione

I plastica. (Il legame tra moto delle disloca-
\ zioni e deformazione plastica & mostrato
chiaramente nella fig. 25; la dislocazione

di bordo si sposta da sinistra verso destra;

la parte superiore, al di sopra del piano

- di scorrimento, subisce una traslazione ugua-
le ad un periodo del reticolo; poiché il

\ I reticolo riprende da ultimo la sua rego-
larita, il cristallo non & soggetto a sforzi.)

\ | Contrariamente alla deformazione elastica,

vi

che & una funzione univoca dello stato ter-
modinamico del corpo, la deformazione
plastica & una funzione del processo. Quan-
do si hanno in esame dislocazioni fisse, la
questione della distinzione tra deformazioni

\ ’ elastiche e plastiche non si pone: ci interes-
sano solamente gli sforzi indipendenti dalla
L storia passata del cristallo.

Sia u il vettore spostamento geome-
frico dei punti del mezzo contato, per esem-
pio, a partire dalla loro posizione prima
del processo della deformazione; la sua de-

rivata rispetto al tempo é u=v. Se, a par-
tire da w, si forma il tensore di « distorsione
totale » W;, = 0u,/0x;, la sua « parte pla-
stica » wi” & ottenuta sottraendo a W,
il tensore di- « distorsione elastica » che
coincide con il w;, che figura nella (29,2).
Introduciamo la notazione

. (pl)
Fig. 25 . 0w.k

i —In= (294

la parte simmetrica di j;; definisce la velocitd di variazione del

tensore di deformazione plastica: la variazione di u§£1> nel tempo

infinitesimo 0¢ & :
1 ,. . )

Sull = — 5 (in -+ Jri) 8. (29,9)

Sottolineiamo allora che se la deformazione plastica si opera senza
lacerazioni del corpo, la traceia di j;; & nulla. Infatti una deforma-
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zione plastica non conduce né ad una trazione né ad una compres-
sione del corpo (che sono sempre legate all’insorgere degli sforzi

interni), cioé P — 0, e dunque j, = —oulV/at = 0.
Sostituendo mnella definizione (29,4) w{® = W, — wyp, ri-
scriviamo |
owin dvp, .
atl = ami +]ik . (2976)

che collega tra di loro le velocitd di variazione delle deformazioni
elastiche e plastiche. I j;; devono essere considerati come grandezze
date, che debbono soddisfare a condizioni che assicurino la compa-
tibilita delle equazioni (29,6) e (29,2). Queste condizioni si otten-
gono derivando la (29,2) rispetto al tempo e sostituendovi la (29,6);
esse si esprimono con l'equazione

ap; Aim, -
O +eiim =0, (29,7)

ilm 9z,

Il sistema completo & dato dalle equazioni (29,2) e (29,6) e dalle
equazioni dinamiche
: 901,

OV = "an

-3 (29.,8)

dove 0;x = ApimMim = MnimWim. 1 tensori p;; e j;, che appaiono
in queste equazioni sono funzioni assegnate delle coordinate (e del
tempo), caratterizzanti la distribuzione ed il movimento delle
dislocazioni. Queste funzioni debbono soddisfare alle condizioni
di compatibilita delle equazioni (29,2) tra di loro e con 1'equazione
(29,6), esplicitate dalle (29,3) e (29,7).

La condizione (29,7) pud essere considerata come l’espressione
differenziale della « legge di conservazione del vettore di Burgers »
nel mezzo. In effetti integrando i due membri dell’equazione (29,7)
su di una superficie che si appoggia su un certo contorno chiuso L,
introducendo secondo la (29,1) il vettore di Burgers totale b delle
dislocazioni contornate da L, e utilizzando il teorema di Stokes si
ottiene

D — —§ jindas. (29,9)
L

Risulta di qui che l'integrale del secondo membro rappresenta la

quantitd del vettore di Burgers « che passa » nell’unitd di tempo

attraverso L, cioé a dire trasportata dalle dislocazioni che tagliano L.

Allora & naturale chiamare j;, tensore della densita di flusso delle

dislocazioni.

- Evidentemente, nel caso di una sola curva di dislocazione il

tensore j;; ha la forma. T

jir = erimPuwVm-= €rimv1Vmbid @®) (29,10)
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(pin & ottenuto dalla (27,6)), V & la velocitd della linea di disloca-
zione nel punto dato. Il vettore di flusso attraverso 1’elemento dl
del contorno L (j; dl;) & proporzionale a dl [tV] = V [dlt], ciod
alla proiezione della velocita V sulla normale comune a dl a T, come
ci si doveva aspettare in base a considerazioni geometriche: solo
questa proiezione della velocitd conduce all’intersezione dell’ele-
mento dl con la dislocazione.

Osserviamo che la traccia del tensore (29,10) & proporzionale alla
proiezione della velocitda della dislocazione sulla normale al suo
piano di scorrimento. Abbiamo indicato precedentemente come la
condizione j;; = O assicuri 1'assenza della variazione non elastica
della densita del mezzo. Si vede che per una dislocazione isolata
questa condizione significa movimento nel piano di scorrimento,
in conformitd con quanto detto sopra sulla natura fisica del movi-
mento delle dislocazioni (vedi nota, pag. 162).

Soffermiamoci infine sul caso in cui le maglie di dislocazione
nel cristallo siano distribuite in modo tale che il vettore di Burgers
totale (indichiamolo con B) sia nullo !). Questa condizione significa

Fig. 26

che l’integrazione su una sezione trasversale arbitraria del corpo
dato &

SpihdfiéO. < (29,11)
Allora, in questo caso, la densita fdif dislocazione puo scriversi

_ C P, . .

Pin =2¢5m 0;? : (29,12)

(£. Kroupa, 1962); allora I’integrale (29,11) si trasforma in integrale
su un contorno esterno al corpo e si annulla. Osserviamo anche che
I'espressione (29,12) soddisfa automaticamente la condizione (29,3).

E facile vedere che il tensore P,, cosi definito & la densita del
momento di dislocazione nel cristallo deformato (e pertanto & natu-
rale chiamarlo « polarizzazione di deformazione »). In effetti, il

1 La preseﬁza della dislocazione Fisulta da una certa flessione del cristallo
che si & rappresentata schematicamente nella fig. 26, esagerando le cose. La
.condizione B = O significa 1’assenza di flessione macroscopica del cristallo

nel suo insieme.
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momento di dislocazione totale del cristallo D, &, per definizione,
1
zk— D) Siby =5 €iim S‘ by @ z dxm='2— S zlmxlpmk av,

dove la somma & fatta su tutte le maglie d1 d1slocaz1one e llnte-
grale & calcolato su tutto il volume del crlstallo Sostltuendo qui la

(29,12), si ha \
qu av == [ i (L 2 ) e

) .
Dih=—2‘S umempqxz 3 oz; O
e dopo 1’1ntegraz1one per part1 ;
Dy, = S Py dv. o (29,13)
Per quanto riguarda la densita di flusso- di dlslocazmm, questa
si esprlme a mezzo del ténsore P;;:

. oP; : : L
J=——5 S (29,14)

Si verifica c¢id facilmente, calcolando per “esempio 1'integrale
jin dV in una parte qualunque del volume del corpo mediante

lespressione (29,10) come somma su tutte le maglie di dislocazione
contenute in questo volume. Notiamo che le (29,14) e (29,12) veri-
ficano automaticamente la condizione (29,7).

— Confrontando la (26,14) con la {29,4), si constata che swdd =

= 0P;,. Se si assume che la deformazione plastica & assente nello

stato con P, = 0, si avrd wi? = P, Y. Allora
‘. win=Wip—wp) = Zk— Py, (29,15)
. . . . (4

uy e nuovamente il vettore spostamento geometrico totale, contato.
a partire dalla posizione .corrispondente allo stato non deformato
L’equazione (29,6) & allora soddisfatta identicamente e 1’equazione
dinamica (29,8) prende la forma

.  Pum - 0P, |
pui—kiklmmrn?l‘;-‘?‘fihlm’ﬁ- , (29,16)

In tal modo la- determinazione della deformazione elastica ciea-
ta da dislocazioni mobili con B = 0 & ricondotta ad un problema
della teoria dell’elastlclta ordinaria con forze di volume distribuite

nel crlstallq_j con la densitd —A;p;m, ap, = (A. M. Kossevw, 1963).

1) E inteso che il processo di deformazwne tutto intero si opera con B = 0.
Questa circostanza va sottolineata, perché esiste una differenza di principio

tra P;p e w(pl) mentre il primo & una funzione dello stato del corpo, il_secondo
non lo & ma invece dipende dal processo che ha portato il corpo nello stato
presente. .
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§ 30. Distribuzione di dislocazioni in interazione

Consideriamo un insieme di dislocazioni rettilinee identiche,
situate parallelamente le une alle altre in uno stesso piano di scorri-
mento, e deduciamo le equazioni che definiscono la loro distribu-
zione dell’equilibrio. L’asse z & parallelo alle dislocazioni, il piano
di scorrimento & preso come piano z, z.

Per fissare le idee supporremo che i vettori di Burgers delle
dislocazioni siano diretti lungo 1’asse z. Allora, la forza che agisce
in questo piano di scorrimento sull'unitd di lunghezza di disloca-
zione & uguale a bo,,, dove o, & lo sforzo nel punto in cui si trova
1a dislocazione.

Gli sforzi creati da una dislocazione rettilinea (e agente su un’al-
tra dislocazione) decrescono come 1l'inverso della distanza da questa
dislocazione. Quindi, lo sforzo creato nel punto x da una disloca-
zione che si trovi in 2’ & della forma bD/(x — z'), dove D & una co-
stante d’ordine di grandezza pari ai moduli elastici del cristallo. Si
pud dimostrare che D > 0, cioé che due dislocazioni identiche in
uno stesso piano di scorrimento si respingono b,

Indichiamo con p (z) la densita lineare delle dislocazioni distri-
buite sul segmento (a;, a,) dell’asse z; p (x) dr & la somma dei vet-
tori di Burgers delle dislocazioni passanti per i punti dell’inter-
vallo dz. Allora, lo sforzo totale creato nel punto dell’asse x da parte
di tutte le dislocazioni si scrive nella forma

0y (@)= —D | LEE (30,1)

a1

Per i punti interni al segmento (a;, @,), questo integrale deve essere
identificato col suo valore principale in modo tale da eliminare
1’azione, priva di senso fisico, della dislocazione su s stessa.

Se dunque si ha nel cristallo un campo di sforzi piano (nel piano

Z, Y) ogc";} (z, y) creato da carichi esterni assegnati, ogni dislocazione
sara sottoposta all’azione della forza b (g., + p (x)), dove, per
brevitd, si & posto p (z) = o§f; (z, 0). La condizione di equilibrio
& data dall’annullamento di questa forza: ¢, -+ p = 0, cioe

Co®mda_ pe

e ) — o (2), (30,2)

ay
dove, con notazione usuale, si & sbarrato l'integrale per designarne

la parte principale. Si ha cosi un’equazione integrale che porta alla
determinazione della distribuzione dell’equilibrio p (z). Questa

1) Nel caso di un mezzo isotropo, questo & gia stato mostrato nel proble-
ma 3 del § 28. )
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equazione & del tipo delle equazioni integrali singolari con nucleo
di Cauchy. ‘
La risoluzione di una siffatta equazione & ricondotta ad un pro-
blema della teoria di funzioni di variabile complessa, cosi formulato.
Indichiamo con Q (z) la funzione definita in tutto il piano della
variabile complessa z (tagliato secondo il segmento (a4, ay)) con
I’integrale

Qg

Q@)= [ LBE (30,3)
ay

e indichiamo con Q+ (z) e Q- (z) i valori limite di Q (z) sul margine

superiore e inferiore del taglio. Questi sono uguali a integrali di

questo tipo calcolati sul segmento (a;, a,), col punto z = z contor-

nato rispettivamente dal basso o dall’alto su una semicirconferenza

di raggio infinitamente piccolo, ciod

QE (2) = % Bgﬂ—jﬁ + inp (z). (30,4)

Se p (&) verifica la (30,2) il valore principale dell’integrale & uguale
a o (x), e si ha

Qz)+Q (@)= 20 (), (30,5)
Q* (2) — Q7 (2) = 2inp (z). (30,6)

In tal modo, risolvere 1’equazione (30,2) significa cercare una fun-
zione analitica Q (z) dotata della proprietd (30,5), quindi o ()
é assegnata dalla (30,6). Le condizioni fisiche del problema consi-
derato esigono che si abbia Q (c0) = 0; questo discende dal fatto
che, lontano dall’insieme delle dislocazioni (z — =-o0), gli sforzi
0y debbono annullarsi (dalla definizione (30,3) al di fuori del seg-
mento (a;, a,): 0,y () = —DQ (2)).

Consideriamo il caso in cui gli sforzi esterni sono assenti (p () =
'=0), essendo le dislocazioni confinate dalla presenza di ostacoli
qualsivoglia (diffetti del reticolo) agli estremi del segmento (ay, ay).
Per o (z) =0, la (30,5) da Q* (z) = —Q~ (z), ciod a dire la fun-
zione Q (z) deve cambiare di segno quando si aggiri ciascuno dei
due estremi a;, a,. A questa condizione soddisfa ogni funzione
avente la seguente espressione:

P (2 |
Q)= —ut® 30,7
O === (30,7)

dove P (z) & un polinomio. La condizione Q (c0) = 0 determina,
4 meno-di una costante-moltiplicativa, il polinomio P (z) =1,
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talché
1

@ (Z) - V(az——z) (z—ay) )

(30,8)

In virtd della (30,6) la funzione p (z) avra una forma dello stesso
tipo; la costante che appare nella sua espressione resta determinata
dalla condizione

a; -

[e@a—n (30,9)

Qs

(B & la somma dei vettori di Burgers d1 tutte le dislocazioni). Si ha
in definitiva L
B

___B 30,10
nV (ay—a) (5—a,)’ ( )

o(z)=

Questa formula mostra come le dislocazioni si accumuline nei pressi
degli ostacoli (cioé sulla frontiera del segmento), con una densita
inversamente proporzionale alla radice della distanza da questi
ultimi. A questa stessa legge obbedisce 1’andamento degli sforzi,
allorché i si avvicini, provenendo dall’esterno, ad uno dei due
punti a,, a,; cosi, per esempio per z > a,, si ha.

~ BD
- ]/('T"" as) (23— ay) )

Oy

In altri termini, 1a concentrazione delle dislocazioni nei pressi
della frontiera da luogo alla stéssa concentrazione di sforzi, oltre
la “frontiera ‘stessa. i

Supponiamo ora che, nelle stesse cond1z1on1 (ostacoli sulla fron-
tiera del segmento dato), si abbia anche un campo di sforzi esterno
p (x). Indichiamo con £; () una funzione della forma della (30,7}
e riscriviamo quindi la (30,5) (dividendo per Q) = —Q;) nella forma

Q"‘ (=) L Q(z) _ 20(x)
CHE N PRI OR

Confrontandola con lé~(30;6), se ne deduce

Q(z) 1 4 o ‘
Qg (2) —ES QF (E,) E—z +mP(Z), | (30,11)

e W7
dove P (z) é un polinonﬁo. Si ott1ene la soluzione che soddisfa la

condizione Q (00) = 0, se per Q,(z) si assume l’espressione data
dalla (30,8) e per P (z) si pone P (z) == C (C & una costante). Allora,

)
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per il tramite della (30,6), arriviamo all’espressione della funzione
o ()

xfgo»(a )V @9 E—a) =+ V(_C__(__) (30,12)

La costante C & determinata dalla condizione (30,9). Si constata
anche che p (2) cresce quando ci si avvicini alla frontiera, x —.a; 4,
con la legge (a, — x)~*/2, e che al di 14 degli ostacoli si ha la stessa.
concentrazione degli sforzi.

Se 1'ostacolo esiste da una sola parte (per esempio nel punto a,),
la soluzione cercata deve soddisfare alla condizione imposta al
tensore degli sforzi, e cioé che questo rimanga finito per tutti i
valori di z << a,, compreso il punto a,; allora la posizione di questo
punto non & nota a priori, ma resta determinata dalla risoluzione
del problema. In termini di Q (z), questo significa che Q (a;) deve
restare finita. Si ottiene una funzione siffatta (che inoltre soddisfi
la Q (c0) = 0) dalla formula (30,11), scegliendo perd per R, (2)
la funzione

Qo (2) = ]/ﬂ
N [ 4 az-—z

che & ancora del tipo (30,7), e ponendo nella (30,41) P (z) = 0. Si
ha cosi '

z—a a5 —F o (B)dt
p(x)———— ag——;%‘/&—al g (30,13)

Quando x — a4, p (z) tende a zero secondo la legge V' z — a,. Secon-
do questa stessa legge tende a zero, per valori di 2 <<a,, il tensore
degli sforzi totale o,, () + p ().

Infine, supponiamo che agli estremi del segmento non ci siano
ostacoli, e le dislocazioni vengano ad essere confinate solo in virta
della presenza degli sforzi esterni p (z). Si ottiene la funzione Q (z)
corrispondente, ponendo nella (30,11)

Q@) =V {@—2) G—a), P(@)=0.

Tuttavid,l la condizioné Q (c0) = 0 impone un’ulteriore restrizione:
passando. al limite per:z— oo mella (30,11), si trova

°OF 0. 30,14
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La funzione p(z) & cosi determinata dalla formula

1 — 13
0 (@)= V@ G—a) { V@%ﬁzg_al) £ (30,15)

dove le coordinate a;, a, degli estremi del segmento sono deter-
minate dalle condizioni (30,9) e (30,14).

PROBLEMA

Trovare la distribuzione delle dislocazioni in wun campo uniforme degli
sforzi (p (z) = pg) su un tronco con ostacoli su uno o entrambi gli estremi.

Soluzione. Nel caso della presenza di un solo ostacolo nell’estremo (ay)
il calcolo dell’integrale (30,13) fornisce

z—ay
Cag—z

= _Po
p(x)—' J'CD

La condizione (30,9) determina la lunghezza del tronco occupato dalle disloca-
zioni: ay — a; = 2BD/p,. Dall’altra parte dell’ostacolo, sempre nel suo intorno,
la concentrazione degli sforzi soddisfa la legge :

~ Qg —0y
on )/ B

Nel caso di un tronco (di lunghezza 2L) delimitato da due ostacoli, assunto
come origine delle coordinate il punto centrale del tronco, si ha a seguito della
(30,12)

P(x)=miT—_._x2— (%x—}-B) .

§ 31. Equilibrio di una fessura in un mezzo elastico

11 problema dell’equilibrio di una fessura presenta un carattere
eminentemente specifico tra i problemi della teoria dell’elasticita.
Nei termini di questa teoria, una fessura & una cavita che esiste in
un mezzo elastico in presenza di sforzi interni e che si « richiude »,
quando siano tolti i carichi. La forma e le dimensioni della fessura
dipendono essenzialmente dagli sforzi che sono operanti. Allora, la
peculiarita matematica del problema consiste nel fatto che si asse-
gnano condizioni ai limiti su una superficie a priori non nota e che
verra determinata dalla risoluzione del problema 1),

Consideriamo nel mezzo isotropo una fessura infinitamente lunga
- ed omogenea in una direzione (secondo 1’asse delle z), posta in un
campo di sforzi piano ¢ (z, Y); in altri termini, si ha a che fare
con un problema di elasticitd piano. Supporremo qui che gli sforzi
siano simmetrici rispetto al centro della sezione della fessura, dun-
que, che il profilo della sezione sia simmetrico (fig. 27). Sia 2L

1) La teoria quantitativa delle fessure qui esposta & dovata a G. I. Baren~
blatt  (1959).
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la sua lunghezza, 2 (z) la sua larghezza, variabile; poiché la fessura

¢ simmetrica, » & una funzione pari: & (2) = & (—2).
Supponiamo che la fessura sia sottile, ciod sia 2 (z) < L, pertanto

si possono ricondurre le condizioni al limite sulla sua superficie al

segmento corrispondente dell’asse x. In. questo senso, la fessura &
assimilata ad una linea di discontinuitd (nel piano z, y) sulla quale
la componente normale dello spostamento subisce un salto u, =
= +h/2.

Sostituiamo % (z) con un’altra funzione incognita p (z), definita
tramite la formula

K@= p@dz, p(—2)= —p (@) (31,1)

Kot

Da un punto di vista esclusivamente formale, & comodo interpretare
la funzione p (z) come la densita di dislocazioni rettilinee (secondo
1'asse z), distribuite con continuita lungo 1’asse z e con vettori di
Burgers paralleli all’asse y *). Nel § 27 & stato spiegato come una
linea di dislocazione possa essere considerata come il bordo di una
superficie di discontinuitd in cui il vettore w, aggirando il bordo,
subisce un salto pari a b. Nella rappresentazione (31,1) il salto &
dello spostamento normale nel punto x ¢ considerato come la somma
dei vettori di Burgers di tutte le dislocazioni passanti alla destra
di questo punto (la p (—x) = —p (z) indica che le dislocazioni
hanno segni opposti dall’una e dall’altra parte di = = 0).

Una siffatta rappresentazione permette di scrivere subito 1'e-
spressione degli sforzi normali (o,,) sull’asse delle 2. Questi risul~
tano composti dagli sforzi o) (x, 0), indotti da carichi esterni, che
brevemente indichiamo con p (z), e dagli sforzi o) (x) creati dalla
deformazione prodotta dalla fessura. Considerando questi ultimi

‘ 1) E proprio in relazione a cid che abbhiamo collegato la teoria della fessura
-.~al capitolo delle dislocazioni, malgrado che dal punto di vista fisico si tratti
di fenomeni del tutto differenti.
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come creati da una distribuzione continua di dislocazioni sul seg-
mento (—L, L), si ottiene (come nella (30,1))

L .
of) (x)=—D | %;‘5 (31,2)
L

(per i punti entro il segmento (—L, L) I'integrale deve essere iden-

tificato con la sua parte principale). Per un mezzo isotropo
2 _ E o

2n (1 —o0) " 4dn(1—o?)

D= (31,3)
(vedi problema 3, § 28). Per quanto riguarda gli sforzi o,, creati da
tali dislocazioni in un mezzo isotropo, essi si annullano sull’asse z.

La condizione al limite sulla superficie libera della fessura, ricon-
dotta (come sopra detto) al segmento corrispondente dell’asse z,

comporta I’annullamento degli sforzi normali ¢,, = o® + p ().
vy vy P

Questa condizione va perd precisata in vista della seguente cir-
costanza.

Supponiamo (questa ipotesi verra poi confermata dal risultato
che se ne deduce) che nel punto di raccordo i due margini della
fessura si rinsaldino « tangenzialmente », talché in questa regione
le due superfici si sono ravvicinate, portandosi a distanze molto
piccole. In queste condizioni si deve tenere conto degli effetti dovuti
all’azione delle forze di attrazione molecolare tra le superfici, forze
il cui raggio d’azione si estende, come si sa, su distanze dell’ordine
To, grandi rispetto alle distanze atomiche. Queste forze acquistano
un ruolo preminente in una banda sottile, nei pressi del combacia-
mento, dove h < ry (indichiamo 'ordine di grandezza della lun-
ghezza di tale regione con d; questa sard valutata pit avanti).

Sia G la forza di coesione molecolare riportata all’unitd d’area
della fessura; essa dipende dalla distanza & tra le superfici. Tenendo
conto di tali forze, la condizione al limite deve scriversi

% +p @ — G =0. (31,4)

E naturale supporre che la forma della fessura nelle vicinanze
della connessura sia determinata dal carattere delle forze di coesione
¢ non dipenda dai carichi esterni- applicati al corpo. Allora, nel
determinare la forma della parte principale della fessura a partire
dalle forze esterne p (z), la quantitd G diviene una funzione G ()
data, indipendente da p (z) (nell’intervallo d, laddove merita tenerne
conto) 1).

1) Nella teoria macroscopica la funzione G (z) sard rappresentata da una
funzione crescente monotonamente (quando L~ .z decresce) fino ad un certo
valore massimo raggiunto all’estremo della.’fessura.. L A
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Sostituendo nella (31,4) 1’espressione (31,2) di G(y‘z, si ottiene
I'equazione integrale per p (z) RIS L :

L
1 1 : .
%%?:Tp@—ﬁﬂuhauﬁ (31,5)
Poiché gli estremi della fessura sono supposti non fissi, gli sforzi
in questi punti devono restare finiti. Questo significa che, risolvendo
Pequazione integrale (31,5), ci troviamo ora nell’ultimo dei casi
esaminati nel § 30, la cui risposta & data dalla (30,15). In virtd della
scelta dell’origine delle coordinate (nel mezzo del segmento (—L, L)),
guesta formula  si riserive

vy ©® & {
| P(x)=—TgVL2_xz_L e (31,6)
La condizione (30,14) fornisce nel presente caso |
. ! L B . o :
p(x)de  { G(x)dz - :
J VIE—; g VIi—z =0 ‘ (31,7)

(utilizzafxdo la simmetria del problema, siamo passati dall’integralé
esteso a (—L, L) all’integrale sul segmento (0, L)). Poiché G (z)

differisce da zero solo nella regione L. — z ~ d, nel secondo integrale

si pud porre L? — 2® >~ 2L (L — z), e quindi riscrivere _
prlde M

dove con M abbiame indicato la costante:(che dipende dal materiale

del mezzo): S

- (31,8)

. d i R h
_tema& .
M_§ Ve (31,9)

Questa costante pud esprimersi a mezzo delle caratteristiche macro-
‘scopiche usuali del corpo: moduli di elasticitd e tensione superfi.
‘ciale a; come vedremo, si ha

M=) % NETRT)

La (31.8) & I'’equazione che determina la lunghezza della fessura
2L in funzione della distribuzione degli sforzi P (z). Cosi, per una

fessura tesa da forze f applicate nel mezzo dei suoi lati p (@) =
= 6 (x)), si ha : : ;

. 2 2 — g2) ‘ ‘
negp=tiE ey

1/2 12—0630
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Si deve notare che non ogni distribuzione p (z) comporta 1’equilibrio
stabile di fessura. Dalla (31,8), nel caso di sforzi di trazione uniforme
(p (x) = cost = p,), si ottiene
4M2 4aE
2= g = = - 6ty
Il carattere di questa dipendenza (L decresce quando p, aumenta)
mostra 1'instabilitd dello stato. I1 valore di L definito dalla (31,12)
corrisponde ad un equilibrio instabile e assegna la lunghezza « cri-
tica » della fessura: fessure pid lunghe crescono spontaneamente,
fessure pid corte « si rinsaldano » (questo risultato & stato ottenuto
per la prima volta da A. Griffith, 1920).
Passiamo ora allo studio del profilo di una fessura. Per I —
— z << d il ruolo dominante & giocato nell’integrale (31,6) dalla
regione dei valori L — & ~ d. Allora l'integrale puo essere sosti-
tuito dal suo valore limite corrispondente al caso z ~— L, e si ottiene
p = cost V'L — z, da cui segue 1
h(x) = cost (L — z)% (I, — z ~ d). (31,13)
Si vede che nell’intervallo d, alla connessione, le due labbra della
fessura si richiudono tangenzialmente, come preannunciato. Il
valore del coefficiente nella (31,13) dipende dalle proprieta delle
forze di coesione e non pud essere espresso per il tramite dei para-
metri macroscopici usuali 2), -
Quando ci si allontana dalla connessione, ciod per d < L —
— 2 K L, la regione L — E ~ d, con o (§) =~ —G (£)/D, riprende
il suo ruolo dominante nell’integrale (31,6). Ma oltre alle sostitu-
zioni L* — 2% o 2L (L — z), L* — §* =< 2L (L — £), si pud ancora
sostituire § — 2 con L — 2. Si ha cosi
M .
=D Vi=z'

dove M & la stessa costante che appare nelle (31,9), (31,10). Di qui
consegue: . L

h@)=20 VI=2 (@d<L—z<L). (31,14)

Cosi dunque la parte terminale del profilo & indipendente dalle forze
applicate (e quindi dalla lunghezza della fessura) in tutta la regione

1) Per realizzare il passaggio al limite bisogna preliminarmente decom-
porre l'integrale mnella (31,6) nella somma di due integrali di numeratori
® (E) — o (L) e @ (L); questo secondo integrale non da contributo nel passaggio
al limite. :

?) Una stima del coefficiente nella (31,43) conduce al valore cost ~V o4,
dove a rappresenta le dimensioni atomiche (sié fatto uso delle stime o ~ aE,
M ~ E V' a). La stima della lunghezza d discende dalla condizione % (d) ~ Tos
da cui d ~ r¥/a, ciod d > r,. Bisogna perd dire che le disuguaglianze effettiva-
mente necessarie per le stime hanno un margine debole, talché non bisogna
prendere troppo alla lettera la forma a « becco » della parte terminale.
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L — a2 & L:per L — z > dil profilo & determinato dall’espressione
(31,14) e per L — z ~ d termina nella forma di punta affilata
dell’equazione (34,13) (fig. 28). Altrove, la forma della fessura di-
pende dalle forze applicate.

(-5)%

L-z)#

Fig. 28

Cosi, trascurando i dettagli le cui dimensioni sono dell’ordine
del raggio d’azione delle forze molecolari, la fessura ha un profilo
regolare che termina con archi di parabola (31,14), e questo profilo
~ & completamente determinato a seguito delle forze applicate per
mezzo dei parametri macroscopici usuali. Ma i « becchi » terminali
(~d) che appaiono sono di importanza fondamentale, perché »
grazie alla loro presenza che gli sforzi sono finiti agli estremi della
fessura.

Gli sforzi creati dalla fessura nel prolungamento dell’asse z sono
determinati dalla (31,2). A distanze z — L, per cui d Lz —L<KL
KLY,

1 M
ny o=t péy)% m—. (31,15)
La crescita degli sforzi, quando ci si approssima alla connessura,
continua secondo questa legge fino a distanze z — L ~ d, quindi
Oyy Si annulla in z = L.

Resta da dedurre la formula (31,10) indicata sopra, che collega
la costante M alle grandezze macroscopiche usuali. Scriveremo a tal
fine la condizione di minimo dell’energia libera totale, annullando
la sua variazione in funzione di L.

Da una parte, quando la fessura si allunga di 8L, la sua energia
superficiale, sulle due superfici libere, si incrementa di 8F gup =

1) L’integrale si calcola con facilitd direttamente, ma non & neppure neces-

sario fare il conto se si tiene presente il legame tra le funzioni p (z) per z < L
e 01(12 per & > L, che emerge subito dalle deduzioni fatte nel § 30.
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= 2abL. Nello stesso tempo, 1'« allargamento » -della connessura fa
decrescere”. I'energia elastica Fg di .- ‘ “

7 | o @ (@) da,

dove m (z) & la differenza tra 1’apertura delle labbra prima e dopo
il loro spostamento. Il profilo dell’estremo della fessura non dipende
dalla sua lunghezza, pertanto si ha n (z) = h (x — 8L) — & (z).
Glisforzioy,y = Operz < L, (#) = O per z > L. Si ottiene dunque
. L+8L.
0F = — S‘ 10y (2) h (z—8L) dz.

L

Sostituendovi le (31,14) e (31,15), si ha

¢

.0 Le4-OL —
M2 L+4-6L—=

GFelz—nsD z—[t ‘ dx=
Y ‘
6oL
—_ M2 V.'/dy — M2 SL
@D ) VoL—y = 2D

Infine, da 8Fy, 4 8F¢ = 0 si deduce la relazione M2 = 4dn2aD
e quindi la (31,10) Y.

!) Osserviamo che la teoria esposta sotto questa forma compresa la rela-
zione (31,10) si applica in realtd ai corpi idealmente fragili, per i quali Vela-
sticita lineare sussiste fino alla rottura (come il vetro, il quarzo fuso). Nei corpi
dotati di plasticitd, al contrario, la formazione di una fessura pud essere accom-
pagnata da una deformazione plastica alle estremiti.



Capitolo V

CONDUZIONE TERMICA E VISCOSITA NEI
CORPI SOLIDI

§ 32. Equazione del calore nei solidi

I1 riscaldamento non uniforme in un mezzo solido non comporta
la convezione in tale mezzo, come avviene ordinariamente nei
liquidi. Pertanto, la trasmissione di calore si opera esclusivamente
per conduzione, e i processi di conduzione nei solidi sono desecritti
da equazioni relativamente pid semplici che nei liquidi, dove la
convezione complica le cose.

L’equazione del calore in un mezzo solido pud essere dedotta
direttamente dalla legge della conservazione dell’energia, espressa
nella forma di « equazione di continuita » per la quantita di calore.
La quantitd di calore assorbita nell’'unita di tempo, per unita di

volume del corpo, & uguale a T‘;—f—', dove S & l'entropia dell’unitd

di volume. Questa grandezza deve essere uguale a — div q, q essen-
do la densita del flusso di calore. Questo flusso puo praticamente
sempre scriversi nella forma g = —x V7, cioé a dire é proporzionale
al gradiente della temperatura (» & il coefficiente di termocondu-
zione). In questo modo

95 —div (1) (32,1)

In virt@ della formula (6,4), 'entropia pud scriversi nella forma
S = 8¢ (T) + Kowy;,

o essendo il coefficiente di dilatazione termica, e S, I’entropia del
corpo nello stato non deformato. Supporremo, come avviene ordi-
nariamente, che le differenze di temperatura nel corpo siano suffi-
cientemente piccole per poter considerare come costanti grandezze
quali %, a, ecc. Allora, dopo aver sostituito per S Pespressione sopr

UPL
scritta, 1’equazione (32,1) assume la forme

aS Mgy
T - +aKT ;t" =x%AT.

E noto dalla termodinamica che C,—C,= Ka2T, quindi aKT =
=(Cp—Cy)/a. Si pud scrivere la derivata di S, nella forma
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S 88y oT Se , . .
aﬁ" = 67? —;» dove % e presa per u;; ==divu=_0, cioé a volume

costante, e vale quindi %.
Si trova finalmente Vequazione del calore nella forma
or Cp—0Cop
LaFTa a

Per avere il sistema di equazioni completo, bisogna associare a questa
equazione 'equazione che definisce la deformazione del corpo ri-
scaldato non uniformemente. Questa & 'equazione di equilibrio (7,8)

2(1—0)grad divu—(1—20) rot rotu= 224+ g7 (39 3)

L’equazione (32,3) permette, in linea di principio, di determinare la
deformazione del corpo per una distribuzione arbitrariamente asse-
gnata della temperatura. Sostituendo 1'espressione cosi ottenuta di
div u nella (32,2), si ottiene 1’equazione che determina la distri-
buzione della temperatura, dove solo 7' (z, y, z, ?) & la funzione incogni-
ta. Consideriamo, per esempio, la propagazione del calore in un mez-
zo solido illimitato dove la distribuzione della temperatura & sot-
toposta ad una sola condizione: all'infinito essa deve tendere ad
un valore costante 7', e non ¢'é deformazione. Allora, in queste cir-
costanze, 1’equazione (32,3) fornisce la seguente relazione tra div u
& 7' (cfr. problema 8, § 7):

2 diva=xAT. (32,2)

. 1
d1vu=3—(1i_%)—oc(T—T0).

Sostituendo. questa espressione nella (32,2), si ottiene

(1+0)Cp+2(1—20)Cp o7

3(1—0) E

che & 1'equazione semplice del calore.
Un’equazione di questo tipo descrive anche la distribuzione
della temperatura lungo una sharra sottile rettilinea, purché almeno
uno dei suoi estremi non sia fissato. La distribuzione della tempe-
ratura in ogni sezione trasversale pud essere considerata costante,
quindi 7' & funzione della sola z lungo la sbarra (e del tempo). La
dilatazione termica di una tale sbarra ha per effetto solo la varia-
zione della lunghezza, non altera la forma rettilinea e non da luogo

xAT (32,4)

a sforzi interni. Cosi, & chiaro che la derivata %‘%nell’equazione
N . . 1. {08
generale (32,1) verrd presa a pressione costante e poiché (Z—T)p=%,2
la distribuzione della temperatura sard descritta dall’equazione
del calore unidimensionale
or_ or
Por T %o
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Peraltro, bisogna notare che, con una precisione sufficiente in
pratica, la distribuzione della temperatura in un corpo solido pud
sermapre essere determinata da un’equazione semplice. In effetti, il
secondo termine del primo membro della (32,2) & una correzione di
ordine (Cp — C,)/C, rispetto al primo termine. Ora, la differenza
C, — C, ordinariamente & infinitesima, nei corpi solidi, e se ne
prescinde; l’equazione del calore pud sempre scriversi nella forma

T —xAT, (32,5)

dove y & il coefficiente della temperatura, determinato dal rapporto
¥ = -Z,i del coefficiente % ad un certo calore specifico medio C del-

1'ynitd di volume.

§ 33. Conduzioﬁe del calore nei cristalli

In un corpo anisotropo, la direzione del flusso di calore q non
deve, in generale, coincidere con quella del gradiente della tem-
peratura. Cosi, al posto della formula q = —» VT tra q e il gra-

diente della temperatura si avra in un cristallo la dipendenza pid
generale 8

— g (33,0)
L PR (W l)
%#;p, € detto tensore di termoconduzione del cristallo. In virtd di

questa dipendenza, 1’equazione del calore (32,5) avra anch’essa una
forma pid generale:

aT T :
C o ="ih 5z amy - (33,2)
Mostriamo che il tensore x;, & simmetrico:
Kig = Hp;- (33,3)

Questo discende dal principio di simmetria dei coefficienti cine-
tici (cfr. V, § 120).

- La velocita di crescita dell’entropia totale del corpo grazie ai
processi irreversibili di termoconduzione & ' ’

Stor=— | 9 gy — —S div dv+5qvl}dv;

Trasformato in integrale superficiale, il primo integrale si annul-
1a. Si ha cosi

Sw=[avgav——[ Ll ay

Stot = — S %,—qi 4% dav. (33,4)
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In accordo con la definizione generale dei coefficienti cinetici b,
si pud concludere, in virti della (33,4), che nel caso presente tali
sono i coefficienti I'®x;, nelle relazioni

9=~ (%{%) .

Di qui, la simmetria dei coefficienti cinetici giustifica la rela-
zione (33,3).
La forma quadratica

g Ty AT
EL dz; 'tk oz Ozp,

deve essere definita positiva, perché tale deve essere la derivata
(33,4) dell’entropia rispetto al tempo. La condizione che una forma
quadratica sia definita positiva &, come & noto, che i valori prin-
cipali della matrice dei suoi coefficienti siano positivi. Pertanto,
tutti i valori principali del tensore x;, sono sempre positivi, come
risulta anche da semplici considerazioni sulla direzione. del flusso
del calore.

I1 numero delle diverse componenti indipendenti di x;, dipende
dalla simmetria del cristallo. Poiché x;, & simmetrico, & evidente
che questo numero & lo stesso di quello degli o;; (tensore di dilata-

zione fermica; cfr. § 10).

§ 34. Viscosita dei corpi solidi

Studiando il movimento nei corpi elastici, abbiamo sin qui
supposto che il processo di deformazione evolva reversibilmente. Ma
in realta il processo & termodinamicamente reversibile solo se la sua
velocita & infinitamente piccola, in modo tale che istante per istante
si stabilisca l'equilibrio termodinamico. Ora, un movimento reale
si svolge con una velocita finita, quindi il corpo non si trova ad ogni
istante in equilibrio, ed & sede di processi che tendono a ripristinare
tale stato di equilibrio. La presenza di questi processi produce
I'irreversibilitd del moto, espressa, come si sa, da dissipazione di
energia meccanica %), che, alla lunga, si trasforma in calore.

La dissipazione dell’energia & dovuta a due tipi di processi.
Primo, la temperatura varia da un punto all’altro del corpo, per-
tanto in questo si ha un processo irreversibile di termoconduzione.
Secondo, se nel corpo si effettua un movimento qualsivoglia, questo
provoca processi irreversibili dovuti al fatto che la velocita del
movimento & finita; questi processi di dissipazione dell’energia pos-

1) Utilizziamo qui la definizione nella forma data nel VI, § 58.

%) Si intende qui per energia meccanica la somma dell’energia cinetica del
movimento macroscopico nel corpo elastico e della sua energia potenziale (ela-
stica) dovuta alla presenza della deformazione. -
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sono. chiamarsi, come mel caso dei-liquidi, processi di attrite interno
o di: viscosita. e : : AR RN

Nella maggior parte dei casi la velocitd del movimento macrosco-
pico nei corpi é tanto piccola che la dissipazione dell’energia &
insignificante. I processi « quasi reversibili » di questo tipo possono
essere descritti tramite la funzione di dissipazione (cfr. V, § 126).

Precisiamo. Se si ha un sistema meccanico in cui il movimento
é accompagnato da dissipazione d’energia, il movimento pud essere
descritto ‘dalle equazioni di moto ordinarie, in c¢ui & sufficiente
aggiungere alle forze che agiscono sul sistema le « forze dissipative »
o « forze d’attrito », che sono delle funzioni lineari della velocita.
Queste forze possono essere descritte come derivate rispetto alle
velocitd di una certa funzione quadratica delle stesse velocitd, detta
funzione di dissipazione ¥. La « forza d’attrito » f,, corrispondente
ad una qualsiasi delle coordinate generalizzate g, del sistema, ha
allora la forma ' )

o

fa =
: g4
_La funzione di dissipazione & una forma quadratica definita positiva

delle velocita c_;a. La relazione seritta equivale alla

ST > fa&.]m (34,1
e ] N

8V & la variazione della funzione di dissipazione in una variazione
infinitesima delle velocitd. Si pud dimostrare che 2¥ di la dimi-
nuzione dell’energia meccanica del sistema nell'unitd di tempo.

E facile generalizzare la relazione (34,1) al caso del movimento
con attrito in un corpo continuo. Lo stato del sistema & allora deter-
minato da un insieme continuo di coordinate generalizzate; queste
coordinate sono il vettore spostamento u assegnato in ogni punto
del corpo. La relazione (34,1) deve riscriversi in forma integrale

8 S Yy — -j f:8u,dv, (34,2)

dove f; & la componente del vettore f della forza dissipativa agente
sull’'unitd di volume del corpo; scriviamo qui la funzione di dissi-

pazione totale del corpo intero nella forma S ¥ dV, con ¥ funzione

di dissipazione per unitd di velume del corpo. ,

Troviamo ora la forma generale della funzione di dissipazione ¥
per i corpi deformabili. La funzione ¥, descrivendo I’attrito interno,
deve annullarsi se nel corpo. non ¢’@ movimento interno, ciod se
questo non effettua altro che una rotazione o una traslazione d’as-
sieme. In altri termini, la funzione di dissipazione deve annullarsi

per u = cost e per u = [Qrl. Questo significa che la funzione non

13-0630
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deve dipendere dalla velocitd stessa, ma dal suo gradiente, e che
puo contenere solo combinazioni di derivate che si annullano in

corrispondenza a u = [Qr]. Tali sono le somme

du; , duy
Ozy, +3._z; !

cioé le derivate u;;, del tensore di deformazione rispetto al tempo .
Ne consegue dunque che la funzione di dissipazione deve essere

una funzione quadratica delle u;;. La forma piG generale di una
siffatta funzione &

1 . -
V== Ninimlirlim. (34,3)

Il tensore del quarto ordine m;p;,, pud denominarsi tensore di vi-
scositd. Possiede le evidenti proprietd di simmetria

Nikim = Nimik = Nritm = Nikmi- (34,4)

L'espressione (34,3) & esattamente 1'analoga dell’espressione
(10,1) dell’energia libera di un cristallo: il tensore di elasticitd &

sostituito ora da mM;p;m € u;, da u;y. In questo modo, tutti i risultati
dedotti nel § 10 per il tensore A;p;,, nei cristalli di differenti sim-
metrie si trasportano integralmente su m;j;p,. ;

Chiaramente, in un corpo isotropo 1;;,, ha due sole componenti
indipendenti e ¥ puo scriversi nella forma analoga all’espressione
(4,3) per l'energia elastica di un corpo isotropo:

Y= (dih—%aik&ll)z‘*‘”g_{‘lﬁl , (34,5)

dove 1 e  sono due coefficienti di viscositd. Poiché ¥ & definita
positiva, i coefficienti m e { debbono essere positivi.

La relazione (34,2) & esattamente la stessa di quella che si aveva
per l'energia elastica libera:

8 5 Fdv = —S Fibu,dv,
F, = %ﬁ‘— essendo la forza agente sull’unita di volume del corpo.

Di qui, V'espressione della forza dissipativa f; in funzione di u;,
puo scriversi direttamente per analogia con quella di #; in fun-
zione di wu;. Si ha

fy = 20 (34,6)

1) Qui i ragionamenti sone de tutto analoghi a quelli riguardanti un liqui-
de visceso nel VI, § . o ; ’ ‘

\
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dove il tensore dissipativo degli sforzi & determinato da v

Ojp = —o:'ly— = NirimUime (34,7)
Buzy
Si pud dunque tenere conto delle viscosita nelle equazioni del movi-
mento sostituendo semplicemente il tensore degli sforzi o;; con la
somma 0;, —+ Oip.
In un corpo isotropo:

63 =21 (l.lih—%aik{‘n) +€11U6ik- (34,8)

Naturalmente, questa espressione coincide formalmente con
quella del tensore viscoso degli sforzi in un liquide.

§ 35. Assorbimento del suono nei corpi solidi

L’assorbimento del suono nei corpi solidi pud essere calcolato
nello stesso modo come il fattore di assorbimento nel caso dei liquidi
(cfr. VI, § 77). Eseguiamo i conti corrispondenti per un corpo iso-
tropo. La parte dell’energia dissipata a seguito della termocondu-

zione (Emee) ¢ data dall’integrale
—% S (VT)2 av.

~Ma in presenza della viscositd, si dissipa ancora nell’unita di volume
del corpo e nell’unita di tempo un’energia uguale a 2%, in modo che

la parte totale di E‘mee dovuta alla viscositd & uguale all’integrale
——2S‘Ide. Utilizzando la (34,5), si ottiene

Fiw=—% | (VDR aV—20 [ (=t Suvti)* v — [ itav.
' (35,1)

Per calcolare il gradiente della temperatura, osserviamo che le
vibrazioni sonore sono, in prima approssimazione, adiabatiche.
Partendo dall’espressione (6,4) dell’entropia, scriviamo la condi-
zione d’adiabaticitd nella forma

So (T) + Kouy; = S (T),
dove T, & la temperatura nello stato non deformato. Sviluppando

la differenza S, (I) — S, (T,) in serie di potenze di T — T,, si
ha, arrestandosi ai termini lineari,

S0 (1) =Sy (To) = (T —To) g = 72 (T—T)

(la derivata dell'entropia & calcolata per u;; = 0, ciod a volume
costante). Si ha quindi -

Tak
T-——kT3= ---(T;uu.

'
t

13*
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Utilizzaridlo “ini6}tie ’le relazwm :
3 Kad 4

(T.a5Y K= Klso“;~Kad [ —p—=cl—'“3-ct

senvnamo questa espresswne nella forma ,
PN s ‘ ray T A .
P Ty= — o (cf—-—gct)u,-i. | - (35,2)

Consideriamo dapprima 1’asserbimento . delle onde elas‘uche
(trasversah La termoconduzione non pud dar luogo ad assorbimento
di; onde. siffatte (all’approssimazione- considerata). In effetti, in
un’onda trasversale u;; =-0 e in virtd della (35,2) la temperatura
¢ costante. Supponiamo di fissare come asse z la direzione di pro-
pagazione dell’onda; allora u, =0, u, = u,, cos (kz — of), u, =
= Uy, cos (kx — wt), e le componentl del tensore di deformazione
mon rulle’ 5010 .

i ) (R L s oyk . B ' uozk
0o uw—~——2—sen (kx — wi), ux,:»- —2— sen (fx —wt).

Bapportlamo la dissipazione dell’ energla all’unita di volume
del corpo; si ottiene per la media (temporale) di ‘'questa quantita
a seguito della (35,1)

. t»"ﬂ‘l

71(04 /2.
mes = ——— (U \’)y"!‘uﬁz)v
NSRS ) 2Ct

dove. si & posto k = wole;. D’altra parte l’energxa medxa totale del-
I’onda & uguale al doppio dell’ energia cinetica media, ciod E—=

AR i T, @
SEERREE N

=P "uz dV rapportando ugualmente questa_ quantlta all unita
di volume, si ha

‘N

ol e E_“‘ (u0y+u0z)

Tl fattore di assorbimento del suono & deflmto come il rapporto
della dissipazione media dell’energia e del doppio del flusso medio
d’energia nell’onda; questa quantitd definisce la legge di variazione
dell’ampiezza dell’onda con la distanza, che decresce secondo e—¥*,
Si troya.quindi per il fattore di. assorblmento delle onde trasversali
la seguente espressione:

l Emec I "1032 ‘ - , (35 3)

’ 'Yt LA 2pct

Jm.,un (mda longltudmale Uyi= Uy 008 (kz.— 0t), u, = u, = 0.
Un calcolo analogo per mezzo delle (35 1) e (35,2) da ,

= 2(; [( M_;)‘ uToéipzcz (1_%)] (35%)
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Blgorosamente queste foymule valgono solo per. corp1 amorfi
completamente isotropi; mia Perqiiel clie' concerns 1 ordine di’ gran-

dezza, definiscono la legge di assorblmento del suonoianche: per &

monocrlstalh anisotropi. =~ e
* “‘L’assorbimento del suono in sostanze pohcnstalhne ha le sue
peculiarita. Se:la lunghezza dell’onda sonora A & piccola rispetto alle
dimensioni a dei diversi cristalliti, il suono & asserbito in ciascuno
di questi nello stesso modo in. cui lo sarebbe in un cmstallo grande,.
ed il fattore di assorbimento & proporzionale a 2

Ma se A > a, le caratteristiche dell’assorbimento variano. Si
puod considerare in una tale onda che ciascun cristallita subisca una
pressione uniforme. Tuttavia, a seguito dell’anisotropia dei cristal-
liti e delle condizioni ai llml‘u sulle loro superfici di contatte; la
deformazione che ne risulta non & uniforme, ma subisce variazioni
rilevanti (dell’ordine della deformazione stessa) su una distanza
uguale alle dimensioni del cristallita, e non su una Iunghezza d’onda,
come & per 1 corpi omogenei. Le velocita della variazione della defor-

mazione ulk e i gradienti di temperatura che appaiono sono lmp(br-
tanti per l’assorbimento del suono. Le prime avranno, comsé in
precedenza, un ordine di grandezza ordinario. Ma i gradlentl di
temperatura sono anomalmente grandi nei limiti di ogni cristallita.
Pertanto, 1’assorbimento del suono dovuto alla termoconduzione.
__sard ,qrande rispetto a quello proveniente dalla wviscositd, e quindi
basta calcolare il primo.

Consideriamo due casi limite. I1 tempo di hvellamento della
temperatura per termoconduzione su distanze ~a (tempo di rilas-
samento per termoconduzione) é dell’ordine di ¢%*y. Supponiamo

dapprima o << . Questo significa che il tempo di rllassamento &

piccolo rlspetto al periodo delle vibrazioni dell’onda quindi, in
ogni cristallita si stabilisce con largo margine l’equlllbrlo termico;
abbiamo cosi delle vibrazioni quasi isoterme.

Siano 77 le differenze di temperatura che si manifestano in un_

cristallita e 7, quelle che si avrebbero in un processo adiabatico.
La spesa di calore per conduzione (per unita di volume) &

—-dlvq—-%AT’ %T.

La quantita di calore sprigionata nella deformazione & dell’ordine
di T,C ~ oI',C (C & il calore specifico). Uguagliando ‘queste due
espressioni si ha :

2
T~ 1528
X

La temperatura varia di ~ 7" su una distanza uguale alle dimensioni
del cristallita, talché il suo gradiente & ~7'/a. Infine si deduee
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T, (35,2) ponendo u;; ~ ku ~ %u (v & l'ampiezza del vettore
spostamento):

’ Tapcw
Ty~ - ¥ (3549)
(valutando gli ordini di grandezza, naturalmente non distinguiamo
le differenti velocita del suono c). Calcolando con 1'ausilio di questo
risultato la dissipazione di energia nell’unitd di volume
Y % e % (T"\2
Enee ~ 5 (V)2 ~ (T)
e dividendo per il flusso d’energia cE ~ cpw®u?, si ottiene il fattore
di smorzamento cercato
To2pca
T~ perogX (35,6)
(C. Zener, 1938). Confrontando questa espressione con 1’espressione
usuale (35,3) e (35,4) si pud dire che, nel caso considerato, 1’assor-
bimento del suono da parte di un corpo policristallino avviene come
se questo avesse una viscosita

Ta2p%cta?
—~
ben superiore alla viscositd reale dei cristalliti costituenti.
Consideriamo ora il caso opposto, in cui o > y/a2. In altri ter-
mini, il tempo di rilassamento sia grande rispetto al periodo di
oscillazione dell’onda, e le differenze di temperatura che insorgono
nel corso della deformazione non si livellino affatto in ogni periodo.
Ma sarebbe sbagliato considerare i gradienti di temperatura che de-
terminano I'assorbimento del suono dell'ordine di Tj/a, perché in
questo modo si viene a tenere conto solo del processo di conduzione
in ogni cristallita. Ora, lo scambio di calore tra cristalli vicini
deve giocare un ruolo maggiore nel caso in esame (M. A. Issakovit,
1948). Se i cristalliti fossero separati con una barriera impenetra-
bile al calore, sulla superficie di contatto nascerebbero delle dif-
ferenze di temperatura dello stesso ordine 7', delle differenze di
temperatura entro i limiti di uno stesso cristallita. Ma, in realta,
le condizioni di continuitad ai limiti esigono la continuita della tem-
peratura attraverso la superficie di contatto tra cristalliti. Allora,
in queste condizioni, si hanno « onde di temperatura » che si « pro-
pagano » a partire dalla frontiera verso l'interno di un cristallita,
e si smorzano alla distanza 1) B '

~

1) Ricordiamo che se un mezzo termoconduttore & limitato dal piano z = 0,
la cui temperatura eccedente oscilla con la legge 7 = T4 e-iot, la distribuzione
della temperatura nel mezzo & descritta dall’« onda di temperatura »

T"‘—‘T(’, e—i(v)t e—(1+i)x Vﬁm )
efr. VI, § 52).



"QONDUZIONE TERMICA B VISCOSITA NEI CORPI SOLIDI 191

o~/ E.

Nel caso presente 8 < a, ciod il gradiente di temperatura principale
é dell’ordine di 7,/8 e si sviluppa su distanze piccole rispetto alle
dimensioni generali del cristallita. La parte corrispondente del
volume del cristallita & ~a?§; riportandola al volume totale ~a3,
si trova la dissipazione media di energia

sy x (To\2a%® _ xTe
Eneo ~ 5 (3) o = 755

Sostituendo a 7, la sua espressione (35,5) e dividendo per cZ ~
~ cpo®u® si ottiene il fattore di assorbimento cercato

~ Ta2pe

Y~—z V%o per ,0)>>7},— (35,7)

che risulta proporzionale alla radice della frequenza ).
Cosi dunque, il fattore di assorbimento del suono in un corpo
policristallino varia alle frequenze piit basse (0 < y¥/a®) come w?%

quindi, nell’intervallo a—xz- £ oL 5 varia proporzionalmente a J/ @

. . c . ~ . .
ed infine, per @ > —, il fattore & di nuovo proporzionale a w?

Considerazioni analoghe si ripetono per quanto riguarda lo
smorzamento delle onde trasversali in sharre e lamine sottili
(C. Zener, 1938). Se h & lo spessore della sbarra o della lamina, per
A >k, il gradiente di temperatura & importante nella direzione
trasversale e lo smorzamento & prodotto principalmente dalla con-
duzione termica (vedi i problemi di questo paragrafo). Se inoltre
® K y/h?, le vibrazioni potranno essere considerate come isoterme;
cosi, calcolando, ad esempio, le autofrequenze di vibrazione della
sharra o della lamina, bisognerd utilizzare in questo caso i valori
isotermi dei moduli di elasticita.

PROBLEMI

: 1. Determinare il fattore di smorzamento delle autovibrazioni longitudina
1i di una sbharra. .
Soluzione. 11 fattore di smorzamento nel tempo ¢ definito

_IEmecl
g 2FE

1) La stessa dipendenza della frequenza caratterizza anché 1’assorbimento
del suono in un liquide o in un gas, nell’intorno di una parete solida (per esem-
pio, in un tubo); cfr. VI, § 77.
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e ’ampiezza delle vibrazioni decresce come e~ Pt
? : . - . N -
In un’onda longitudinale in.ogni tronco elementare della sharra si ha una
trazione o una compressione semplice; le componenti del tensore di deformazione
sono , . S

oty

e L B,
Ugy= ":92—, - Uax==Uyy== ~:0aq 9z -

Scriveremo u,=u, cos kz cos ot, dove -
. ®
e

VEad/P ’

I calcoli, analoghi a quelli del testo, danno per il fattore di smorzamento 1'e-
spressione

0? ¢ 3ci—dc} Le? + »Tp2a?

"2 13 (cf—c2) ct (ef —c?) (3cf—4c?) 901% }'
Abbiamo introdotto, al posto di E,g, 0aq, le velocitd ¢; e ¢y, in virtd delle
formule (22,4).

2. Stesso problema, per vibrazioni longitudinali in una lamina.
Soluzione. Per onde di vibrazioni parallele alla direzione dell’onda (all’as-

se ), le componenti non nulle del tensore di deformazione sono .
. . ’ o — Oaq  Oly
X" Tox zz 1—0,q 02

(cfr. la (13,1)). La velocitd di propagazione di queste onde & uguale a

1/&,=
V. p(—dy) *

I1 calcolo fornisce

ﬁ=£ {ﬂ 3cpJ-4ep—6ccd i Le? 4 *Ta2p? (1 -1 0qq)? }
-~ 20 13 cgef(e]—¢c}) cf(c3—c3) ‘ 9C3, :
Per onde con vibrazioni perpendicolari alla direziene di propagazione si ha

u;; = 0 e lo smorzamento proviene dalla sola viscositd 4. Il fattore di smorza-
mento per questo caso ¢ sempre fornito dalla formula
no?
p=——5.
2pc?
Lo smorzamento delle vibrazioni di torsione nelle sbarre si ricollega a questi
casi.
3. Determinare il fattore di smorzamento delle autovibrazioni trasversali
di una sbarra (di frequenze &> %/A2, dove h & lo spessore della sbarra).
Soluzione. 11 ruolo fondamentale nello smorzamento spetta alla termocondu-
zione. Conformemente al § 17, in ogni elemento di volume della sharra si ha

z z
Uzz™"p» uxxzuyy="“cadf

(flessione nel piano =z, z). Per o> y/k? le vibrazioni sono adiabatiche; in fles-
sione debole il raggio di curvatura & R == 1/X", talché

uj; = (1 — 2059) 2X”
(si deriva rispetto a z). La temperatura varia pid rapidamente trasversalmente
alla sbarra; cosi (VT)? az(—%)z. Mediante le (35,1) e (35,2) si ha per la dissi-
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pazione media.di energia-in tutta la sbarra
' o uTa2E2 S

e — | Xz
ST S -

(S & I'area della sezione delia sbarra). Si pud trovare l’energia totale:media
come il doppio dell’energia potenziale:

Eagl, S X724z,

Si ottiene in definitiva per il fattore di smorzamento
p— AT EqaS
‘ T8I ¥Ch ‘ v

4. La stessa cosa per le vibrazioni trasversali di una lamina.

Soluzione: Secondo la (11,4), in ogni elemento di volume della lamina si ha
1—20,yq 2 9%
1—0gq oz
(flessione mnel piano z, z). Si ottiene la dissipazione d’energia a partire dalle

§35,1) e (35,2), e l'energia media totale raddoppiando 1’espressione (11,6). Il
attore di smorzamento &

= T2 Eag 1-+0ag _ 2xTap (3c} —4c2)2 c?
30%}1,2 1—0gq 30%}1,2 Ci—ch e

Ugj=—

5. Determinare la variazione delle autofrequenze delle vibrazioni tra-
ha la forma di una lamina, di spessore k. La superficie della sharra & supposta
protetta contro perdite di calore.

Soluzione. Sia Taq (x, ¢) la distribuzione della temperatura nella sbarra
per vibrazioni adiabatiche, T (», t) la distribuzione effettiva (z & la coordinata
secondo lo spessore della sbarra; si trascura la variazione della temperatura
nel piano y, z, in quanto pid lenta). Poiché 7 = T,q implica che non vi sia scam-
bio di calore tra i diversi tronchi della sharra, & chiaro che 1’equazione del calore
deve avere la forma

8 82T
o T—Tad) =1 .

Per vibrazioni periodiche, di frequenza o, le deviazioni Taq = Taq — 7o,
T = T — T, della temperatura a partire dal valore di equilibrio Ty sono pro-
porzionali a e~ % ¢ s ha

0]
R

(derivazione rispetto ad z). Poiché, dalla (35,2), Taq & proporzionale a u;; e le
componenti u;;, (cfr. § 17) a z, si ha 1,9 = Az, dove A & una costante che non
occorre calcolare (non figura nella risposta finale). La soluzione dell’equazione

v+ i T= -ngAx, con la condizione al limite % = 0 per z =+ % (la
superficie della sbarra & isolante), &

sen kx — : “®
1:=A<x___h), =)/ 2

kcoskg

i una sharra a seguito”della non adiabaticitd delle vibrazioni. La sharra -
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I momento M, degli sforzi interni nella sbarra incurvata (flessione nel
piano r, z) & costituito da una parte isoterma My 150 (momento della flessione
isoterina) e da una parte risultante dal riscaldamento non uniforme della sbarra.
Se My ad & il momento in una flessione adiabatica, nel corso di un processo non
completamente adiabatico, la parte supplementare del momento diminuisce
rispetto a My ag — My 150 Del rapporto

h/2 h/2
14-f(0)= S 21dz 2Taddze
~h/2 -h/2

Definendo in corrispondenza ad una frequenza arbitraria @ il modulo di Young
Ey come coefficiente di proporzionalita tra Mye %-(cfr. la (17,8)) e notando che

2
Eaq— E=E? S%"—(cfr. la (6,8); £ & il modulo di Young isotermo), si pud scri-
p

vere

Ea=E-+ {1+ (0] B* 5.

{1 calcolo fernisce per f (o)

Per ® — oo si ottiene, come ci si aspetta, f = 1, talché E,, = Eyq, e per w - 0,
siha f=0e E,=E.

Le autofrequenze delle vibrazioni vanno come la radice del modulo di
Young (cfr. problemi 4, 5, 6, § 25). Cosi si ha :

2
o=ay [ 1+ @) -],

dove w, designa i valori delle autofrequenze quando le vibrazioni sono completa-
mente adiabatiche. Il valore di ® trovato & complesso. Separando la parte reale
© immaginaria (o = ®’ 4 if), si ottiene per ’autofrequenza

ETa® 1 shg—seng
3Cp & chE-fcost

®' =M [1—
€ per il fattore di smorzamento

__ 2ETa®y {4 sh&+4sent
b= 3Cp h? T E chEfcost

Per grandi valori di &, la frequenza o tende, come deve, a w, ed il fattore
di smorzamento verso ‘
B=2ETa2x
3C, n

conformemente al risultato del problema ‘3.
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Per picceli valori di &, corrispondenti a condizioni quasi isoterme, si ha

0 =a, (1-— ETaﬁ)Q I
= 18C, o Eaa
e per §l fattore di smorzamento
a ET%q3p2 |
=T80Cyx

§ 36, Liquidi molto viscosi

Per i liquidi tipici, l'equazione di Navier — Stokes & valida
fintantoché i periodi del moto sono grandi rispetto ai tempi mole-
colari. Ma questo non si estende ai liquidi molto viscosi: per questi
le equazioni usuali dell'idrodinamica diventano inapplicabili gia
quando i periodi dei movimenti sono molto pii grandi. Esistono
dei liquidi viscosi che si comportano, in lassi di tempo sufficiente-
mente piccoli (ma grandi rispetto alle durate molecolari), come
corpi solidi (quali la colofonia, la glicerina). I corpi solidi amorfi,
quali il vetro, possono essere considerati come casi limite di liquidi
molto viscosi di guesto tipo.

Le proprietd di questi liquidi possono essere descritte con il
seguente procedimento (dovuto a Maawell). In un intervallo di
tempo piccolo la loro deformazione & elastica. Terminata la defor-
mazicne, essi conservance degli sforzi di scorrimento, che si smorzano
nel tempo, in modo tale che, passato un tempo sufficientemente
lungo, gli sforzi interni nel liquido sono virtualmente spariti. Sia
v I'ordine di grandezza del tempo di smorzamento degli sforzi (lo
si denomina a volte tempo maxwelliano di rilassamento). Suppo-
niamo che il liquido subisca 1'azione delle forze esterne periodiche
di frequenza o. Se il periodo 1/® della variazione delle forze & grande
rispetto a T, ciod wt K 1, il liquido considerato si comportera come
un liquido viscoso ordinario. Nel caso opposto, per frequenze ®
sufficientemente grandi (quando ot > 1) il liquido si comporterd
come un corpo solido amorfo.

In virtd di queste proprietd « intermedie » dei liquidi conside-
rati, li si puo caratterizzare simultaneamente con il coefficiente
di viscositd 1 e con un certo « modulo di scorrimento » p. E facile
dedurre una relazione tra gli ordini di grandezza di m, p e del tempo
di rilassamento t. Sotto 1'azione di forze periodiche di frequenza
sufficientemente piccola, quando il liguido si comporta come liguide

i | = MO tmanhiad §
by

ordinario, il tensore degli sforzi & determinato dall’espressione
usuale per gli sforzi viscosi in um liquido, ciod

Oip = 2MU;p = —2iN0OU;;. ‘

Nell’altro caso limite, di grandi frequenze, il liquido si comporta

come un solido, e gli sforzi interni devono essere determinati dalle
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fotmule:della teoria dell’elasticitd, ciod o;;, = 2pu;y (si tratta sem-
pre di « deformazioni di scorrimento puro », talché si suppone u;; =
= 0, 0;; = 0). Per frequenze ® ~ 1/7 gli sforzi definiti da queste
due espressioni debbono coincidere per quanto concerne 1'ordine
di grandezza. Si ha cosi ;_LZN‘%‘, ~quindi

nA TN (36,1)

che & la relazione cercata. -
Deduciamo infine 1’equazione del movimente ‘che:. descrive
qualitativamente il comportamento dei fluidi considerati. A tal
fine, partiremo dall’ipotesi pifi semplice sulla legge di smorza-
mento degli sforzi interni (dopo l’arresto del moto), percid suppor-

remo questo decadimento come esponenziale, ciod in ,foi_%mule
: : dagg o
= 7 O

P Cooordt TR
D’altra ?afte, in un corpo solido si avrebbe o, = Qpu;y e di con-
seguenza o SRR . ' o
‘ dosp ::2 duiy
. at at c
E facile vedere che 1’equazione

L p oy =2 it ©(36,2)
conduce a risultati giusti nei: due casi limite di movimenti lenti
e rapidi, e puo quindi servire come equazione « d’interpolazione »
per i casi intermedi. co
Cosi, per un moto periodico, quando u;; e o;, dipendono dal
tempo per il tramite del fattore e—iot, dalla (36,2) segue:

, " ,
— 100, + - O = — 2iopu;y,
da cui’ ‘ -
Oip=— Mt Uig. 36.3
+os (39,3)

Per @t> 1 questa formula d3d o;, = 2uu;, ciod 'espressione
usuale per i corpi solidi, e per 0T K1 '

COg = —2I0TOU;E = 2UTUy

che & l'espressione usuale per un liquido di viscositd pt.
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